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Введение

Вследствие большой производительности современного пере-
рабатывающего оборудования и высокой стоимости технологи-
ческих линий и сырья проведение экспериментальных иссле-
дований реального процесса переработки сложных сред, даже
выполненных с применением современных методов планирова-
ния, превращается в дорогостоящую и продолжительную работу.
Производство новых полимерных материалов поставило серьез-
ные задачи перед перерабатывающей промышленностью, поэтому
усовершенствование существующих технологических процессов
является необходимой мерой улучшения механических и других
свойств конечных изделий.

Наиболее плодотворным в технологии переработки является
сочетание инженерной практики с математическим моделирова-
нием закономерностей поведения неньютоновских сред в про-
цессах изготовления изделий. Только при этом может быть
обеспечено повышение эффективности производства и качества
изделий, оптимизация существующих и разработка новых техно-
логических процессов.

Неньютоновские жидкости, как правило, более «вязкие», чем
обычные ньютоновские (в том смысле, что при сравнимых ки-
нематических условиях в них развиваются большие внутренние
напряжения), поэтому ползущие течения составляют наиболее
интересную категорию течений полимерных жидкостей. Если
в ползущих течениях ньютоновских жидкостей уравнения дви-
жения линейны (стоксово приближение), то в неньютоновском
случае уравнения движения нелинейны. Это справедливо неза-
висимо от того, в какой форме принимается реологическое урав-
нение состояния, что существенно усложняет задачу математи-
ческого моделирования.

В первой главе представлен обзор теоретических и экспери-
ментальных исследований, посвященных моделированию техно-
логических процессов, связанных с валковым течением полиме-
ров. Рассмотрены общие подходы при анализе задач. Отмечается,
что в большинстве работ силы тяжести жидкости не учитыва-
ются.
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Особое внимание уделено интенсивно развивающемуся в по-
следние годы подходу, связанному с понижением размерности
задачи— описанием течения как одномерного или двумерного
континуума. Такой подход ведет к существенным упрощениям
и позволяет учесть ряд новых эффектов, в частности, аномалию
реологического поведения и асимметрию граничных условий.
Квазидвумерный подход (рейнольдсово приближение в теории
смазки), значительно упрощая определяющие уравнения, обес-
печивает достаточную точность результатов. Есть все основания
систематически использовать этот подход при изучении валко-
вых течений неньютоновских жидкостей.

Во второй главе в рамках квазиплоского приближения выпол-
нен анализ течения неньютоновской жидкости степенного типа
в зоне гидродинамического контакта роторных грануляторов.

В третьей главе представлены математические модели вал-
кового течения тяжёлых вязких и нелинейно-вязких жидкостей.
Обнаружен и подробно изучен эффект разряжения в зоне тече-
ния. Рассмотрено валковое течение с отрицательной фрикцией,
а также течение аномально вязкой жидкости в клинообразном
зазоре с упругой стенкой.

В четвёртой главе рассмотрены модели валкового течения
тяжёлых вязкопластических жидкостей.

Из соображений экономии места, сведения о неньютоновской
гидромеханике и реологии опущены. Для изучения этих вопро-
сов можно рекомендовать оригинальные работы А.Я. Малкина,
Д.М. Мак-Келви, Дж. Астарита и др., где общие принципы из-
ложены исчерпывающим образом.

Автор признателен профессорам ВГУ Е.И. Васильеву и
А.И. Иванову за полезное обсуждение научных результатов.



Гл а в а 1

МЕХАНИКА ВАЛКОВОГО ТЕЧЕНИЯ

НЕНЬЮТОНОВСКИХ ЖИДКОСТЕЙ

. . . Пути научных исследований
почти столь же разнообразны, как
и человеческие характеры.

Д. Уотсон

Приведен анализ литературных источников по проблемам ма-
тематического моделирования валковых течений неньютоновских
сред. Представлен сравнительный анализ имеющихся математи-
ческих моделей течений в роторных грануляторах и в рабочем
зазоре валковых машин.

Проведение экспериментальных исследований реального про-
цесса переработки полимеров, даже осуществленных с примене-
нием современных методов планирования, превращается в доро-
гостоящую и продолжительную работу. Поэтому целесообразно
изучать особенность каждого конкретного процесса, рассматри-
вая не только его технологическое, но и теоретическое описание
методами математического моделирования. Наличие математиче-
ской модели в определенной степени свидетельствует о изученно-
сти процесса и существенно облегчает задачу его практической
реализации, оптимизации и автоматизации.

Выбор объектов исследования связан со следующими обстоя-
тельствами. Для многих приложений, особенно для технологиче-
ских процессов в химической, нефтехимической, пищевой, мик-
робиологической и других отраслях промышленности, требуется
все более точный расчет характеристик рабочих процессов. Это
необходимо для поиска оптимальных конструкторских и техно-
логических решений, направленных на повышение надежности,
улучшения эксплуатационных характеристик машин и техноло-
гических аппаратов, снижения энергоемкости, повышения каче-
ства изделий.

Одним из широко распространенных технологических про-
цессов является процесс течения реологически сложных систем
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в зазоре между вращающимися валками. Валковое течение как
вид переработки имеет ряд достоинств: высокая производитель-
ность, сравнительно простое конструктивное оформление, уни-
версальность и относительно высокая экономическая эффектив-
ность.

Рассматриваемый вид течения реализуется в сушилках,
дозаторах, смесителях, роторных грануляторах и пр. Мно-
гие отечественные и иностранные фирмы по изготовлению
химического оборудования, имеют множество предложений
в этой области, включая двух- и более валковые машины
(сайт-каталог на германские фирмы «IndastryStock.com»,
АПОСТРОФ ПРИНТ (http://www.apostrof-print.ru/catalog), ти-

пография «Печатный Двор» (http://www.p-dvor.ru), сайт-каталог
предприятий по производству и сбыту оборудования химической
промышленности «Резиновый базар» (http://www.reznik.com.ua),
ЗАО «Петрозаводскмаш» производит двух- и более валковые
смесители, сушилки (http://www.pbm.onego.ru)).

1.1. Математическое моделирование течения
неньютоновских жидкостей

Математическое моделирование позволяет избежать дорого-
стоящих натурных экспериментов, сократить сроки отработки
технологических процессов и подготовки нового производства.
Например, экспериментально трудно непосредственно измерить
размеры пластического ядра при валковом течении вязкопласти-
ческой среды.

Таким образом, валковое течение достаточно распространено
в промышленности и совершенствование его математической мо-
дели— задача актуальная.

Современный математический аппарат позволяет решать ши-
рокий круг прикладных задач. Методы решения инженерных
задач делятся на аналитические и численные; точные и прибли-
женные; детерминированные и вероятностные. Широко приме-
няются следующие детерминированные приближенные методы:
вариационные (Рэлея–Ритца, Бубнова–Галеркина, Лейбензона,
Канторовича, Био и др.); операционные (конечных и бесконеч-
ных преобразований); возмущений (малого параметра); сведение
к дифференциальным и интегральным уравнениям разных типов;
подстановка готовых форм решения; метод теории размерности;
линеаризации и другие. Подробное описание методов содержится
в работах [1–7].
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Выбор метода решения, как правило, связан с субъективными
приоритетами исследователя, однако аналитическое решение все-
гда имеет непреходящую ценность. В теории теплопроводности
и ньютоновской гидромеханике методы решения более система-
тизированы, чем в гидромеханике неньютоновских жидкостей.
При разработке математической модели в задачу исследователя
входит наибольшая корректность физической постановки и вы-
бор метода решения, обеспечивающего приемлемую точность.
Подобно совершенствованию и модернизации технологического
оборудования математические модели соответствующих процес-
сов претерпевают изменения (уточняются, учитывают новые фак-
торы, эффекты).

Условно можно выделить различные уровни анализа: при-
кладной инженерный и фундаментальный. Целью прикладного
инженерного анализа является разработка методики конструк-
торского расчета процесса. Примером такого подхода может слу-
жить работа [8]. Для фундаментального подхода характерен
углубленный анализ модели, часто узко направленный. Целью
анализа при этом обычно является выяснение фундаментальных
особенностей задачи (режимы, особые точки, асимптотические
свойства и др.), иногда не имеющих непосредственного при-
кладного значения. Фундаментальные результаты имеют универ-
сальное значение и могут быть перенесены из одной области
исследования на другую. Это правомерно при подобии основных
дифференциальных уравнений. Результаты при этом могут но-
сить, учитывая неточность в определении физических свойств
веществ и схематичность постановки, чисто качественный ха-
рактер. Однако, это позволяет предложить целенаправленную
методику дополнительных экспериментальных исследований для
уточнения выявленного эффекта. Таким образом, фундаменталь-
ные исследования являются стратегическими для прикладных
исследований.

Различия в температурах, скоростях движения, производи-
тельности между лабораторными и производственными установ-
ками создают значительные трудности при определении режимов
технологического процесса. Поэтому технологическое изыскание
режимов обработки часто приходится переносить на этап нала-
дочных работ уже при пуске оборудования, что, в свою очередь,
удлиняет сроки ввода его в эксплуатацию, а иногда приводит
к невозможности реализации заданного технологического ре-
жима.
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Общей тенденцией математического моделирования является
системный, многофакторный характер моделей и, соответствен-
но, преимущественное применение численных методов анализа.

1.2. Гранулирование неньютоновских жидкостей

Применение в народном хозяйстве гранулированных матери-
алов непрерывно расширяется. Они используются в сельском
хозяйстве (удобрения, комбикорма); во многих отраслях про-
мышленности— легкой (красители), резинотехнической (напол-
нители) и химической (катализаторы); в медицине (антибиоти-
ки и другие препараты); в быту (моющие средства); при про-
изводстве продуктов питания (дрожжи, чай) и т. д. Примене-
ние гранулированных материалов дает возможность улучшить
условия транспортировки и условия труда. Использование таких
материалов позволяет увеличивать насыпной вес, газопроница-
емость слоя материала, сыпучесть, пористость, эффективность
применения, поверхностный контакт со средой, сроки хранения
готовых продуктов. При этом уменьшаются потери материала
с пылью, склонность к слеживаемости, комкованию при раство-
рении, зависанию и сводообразованию. Снижается расход ма-
териала при его применении и дальнейшей переработке. Обес-
печивается возможность механизации погрузочно-разгрузочных
работ, автоматического дозирования, утилизация отходов, воз-
можность применения едких, токсичных, паста- и плавообразных
материалов (использование которых в другом виде затруднено
или невозможно), получения и применения комбинированных
и сложных продуктов, псевдоожижения в потоке жидкости или
газа без значительных, связанных с уносом потерь материала.

Прочностные свойства гранулята зависят в значительной сте-
пени от величины усилий, а также физико-механических свойств
вещества и процессов, происходящих в грануляте после его по-
лучения. Характерная особенность роторного гранулирования—
возможность получения гранулята из любых сыпучих и пасто-
образных продуктов при производительности от килограммов до
десятков тонн в час. К числу неоспоримых преимуществ ротор-
ных грануляторов относится только им присущая возможность
реализации таких процессов гранулирования, в которых задают-
ся особо жесткие требования к гранулам по геометрии, размерам
и прочности. Роторные машины, совмещая в себе функции на-
соса и формующего устройства, характеризуются минимальной
деформацией перерабатываемого материала и позволяют грану-
лировать высоконаполненные гетерогенные смеси.
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Исходные данные конструирования грануляторов получают
опытным путем, проводя экспериментальную проверку на лабо-
раторных образцах, по масштабам, максимально приближающих-
ся к реальной машине, и принимая во внимание рабочие парамет-
ры работающих промышленных образцов. Условием наибольшей
достоверности получаемых при этом опытных данных должно
быть обязательное использование в эксперименте реальной сре-
ды, для переработки которой создаются грануляторы в каждом
конкретном случае.

1.2.1. Конструкции роторных грануляторов. Анализ кон-
структивных признаков роторных грануляторов учитывает сле-
дующие особенности: тип основного рабочего органа, количество
рабочих органов, способ подачи материала и извлечения гранул,
наличие режущего устройства (см. рис. 1.1.). Роторный грану-
лятор представляет собой машину для формования исходной
среды при помощи рабочих элементов, описывающих круговую
траекторию, которые в процессе своего движения продавливают
перерабатываемую среду через отверстия матрицы.

Многороторные

С механическим
извлечением гранул

С ножевым
устройством

Роторные
грануляторы

Однороторные

С пневматическим
извлечением гранул

Без ножевого
устройства

Рис. 1.1

Грануляторы могут быть выполнены с неподвижной или вра-
щающейся вокруг главной оси машины фильерной решеткой—
матрицей. На рис. 1.2. даны схемы роторных формователей
с неподвижной фильерной решеткой. На схеме рис. 1.2а пред-
ставлен ротор с планетарно вращающимися валками, которые
продавливают гранулируемый материал через фильерные отвер-
стия. На рис. 1.2 б ротор имеет протирочные лопасти, накло-
ненные к поверхности фильерной решетки под некоторым углом
и обеспечивающие протирку материала за счет действия сил
в зазоре между лопастью и поверхностью фильерной решетки.
Следует отметить, что обязательное условие нормальной рабо-
ты указанных конструкций— наличие достаточно малого зазора
между рабочим элементом ротора и поверхностью фильерной
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а

в

б

Рис. 1.2. Грануляторы с неподвижной матрицей

решетки. Грануляторы, выполненные по такой схеме, как пра-
вило, не снабжены устройствами для резки формуемых жгутов,
и поэтому гранулы имеют значительный разброс по длине. По-
добный гранулятор представлен на рис. 1.2 в. В корпусе, с за-
крепленной на торце фильерной решеткой, вращается кривошип,
на осях которого свободно вращаются валки.

В различных вариантах гранулятор выполняется с цилин-
дрическими или коническими валками, а также протирочными
лопастями. В отдельных случаях валки выполняются гуммиро-
ванными.

В качестве примера приведем схемы конструкций грануля-
торов с подвижной матрицей (рис. 1.3). Гранулятор (рис. 1.3 а)
представляет собой два валка, вращающихся встречно, один из
которых сплошной, а другой перфорированный. Известны также
конструкции с двумя перфорированными валками. Гранулы обра-

а

б

Рис. 1.3. Грануляторы с подвижной матрицей
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зуются и в последующем удаляются в полости перфорированного
валка. В машине (рис. 1.3 б) сплошной валок находится внутри
перфорированной цилиндрической матрицы (закреплен консоль-
но) и гранулы образуются на наружной поверхности перфориро-
ванного валка.

Этот гранулятор может быть снабжен срезающим ножом, что
обеспечивает постоянную длину гранул.

Во всех рассмотренных грануляторах давление, обеспечи-
вающее формование гранул, создается за счет гидродинамиче-
ских сил, возникающих при течении материала в клинообраз-
ном зазоре между сплошной и перфорированной поверхностями.
Несмотря на конструктивные различия, рассмотренные грануля-
торы с точки зрения процессов, протекающих в зоне течения,
можно свести к одной гидродинамической модели, базирующей-
ся на уравнении Рейнольдса, которая широко используется при
анализе подшипников скольжения.

Грануляторы, характеризуемые другой картиной течения
(принципом формования гранул), не рассматриваются. По-
дробная информация о принципе действия и конструкциях
грануляторов различных типов содержится в работах [9–13].

1.2.2. Анализ течения материала в рабочем зазоре. Тео-
ретические исследования по роторному гранулированию крайне
немногочисленны, и в настоящее время отсутствуют инженерные
методики их расчета. Большинство работ посвящено анализу
конструкций и принципа действия или анализу эксперименталь-
но полученных результатов. Теоретическим вопросам течения пе-
рерабатываемого материала в роторных грануляторах посвящены
работы [14–19]. Гидродинамическая теория роторного гранули-
рования базируется на рейнольдсовом подходе к анализу тече-
ния смазки в зазоре подшипника скольжения [14, 20], которая
успешно была применена к анализу течения перерабатываемой
среды в валковых машинах.

Теория течения в валковых машинах разрабатывалась зару-
бежными учеными Ардичвили, Гаскеллом, Бернхардтом, Мак-
Келви и рядом советских ученых (С.М. Тарг, Р. В. Торнер и др.)
[21–24]. В пределах этой теории широко распространен квази-
двумерный подход, при котором давление изменяется только по
длине зоны течения, а скорость характеризуется двумя компо-
нентами. В начале зоны течения полагают атмосферное давление.
Для конца зоны течения характерно не только нулевое давление,
но и нулевой градиент давления. На рабочих поверхностях имеет
место условие прилипания.
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Поля скоростей и давления описываются тремя уравнениями:
одномерным уравнением сохранения импульса, реологическим,
определяющимся соотношением, и уравнением неразрывности.
Задача является недоопределенной, поскольку для четырех неиз-
вестных функций (давления, касательного напряжения и компо-
нент скорости) имеется только три дифференциальных уравне-
ния. Вследствие этой особенности невозможно получить одно-
значное решение для производительности и нельзя ее прогно-
зировать, что отмечалось еще Мак-Келви [23]. Решение лишь
устанавливает однозначное соответствие между производитель-
ностью и распределением давления в рабочем зазоре (полем
скоростей и касательных напряжений). Тем не менее, указанная
постановка задачи показала хорошее соответствие с опытными
результатами [23].

К преимуществам квазиплоского подхода можно отнести воз-
можность получения в простых случаях аналитического реше-
ния, удобство анализа, наглядность. Двумерная постановка, ко-
гда давление является функцией не только продольной, но и по-
перечной координаты, требует дополнительных условий на входе
зоны течения и, как правило, решается численно.

По Ардичвили [22] течение заканчивается в минимальном
зазоре между валками, где полагают нулевое давление. Однако
экспериментальные исследования показали существование так
называемого напорного эффекта, сущность которого в том, что
большой градиент давления в области минимального зазора со-
здает напорное течение жидкости в области выхода и течение
заканчивается за минимальным сечением [23, 24].

Согласно данным работы [25], для неньютоновских жидко-
стей, без учета упругих эффектов, имеет место подобие между
кривой течения и законом проницаемости пористой среды (или
перфорированной матрицы). Проницаемость матрицы не зависит
от скорости ее поступательного движения и для «степенной»
жидкости принимается степенная зависимость нормальной к пер-
форированной поверхности компоненты скорости от давления.

Таким образом, задача течения перерабатываемого материала
в рабочем зазоре роторного гранулятора может быть описана
системой уравнений, традиционных для валковых машин, до-
полненных условием проницаемости перфорированной стенки.
Несмотря на наличие отверстий в матрице, для осевой компо-
ненты скорости остается в силе условие прилипания.

Имеющиеся теоретические исследования по математическому
моделированию течения перерабатываемого материала в грану-
ляторах [15–17] содержат неточности в постановке краевой за-
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дачи. Так, например, авторы указанных работ полагают нулевое
давление в минимальном зазоре, что соответствует концепции
Ардичвили [22] и Тарга [26] для валкового процесса. При этом
игнорируется напорный эффект, обусловленный отрицательным
градиентом давления в выходном сечении. Кроме того, форма
полученных результатов малопригодна для разработки простых
и доступных инженерных методик расчета грануляторов, в част-
ности их интегральных характеристик. Так, H.П. Сигаевым [15]
для расчета потребляемой мощности предлагается предвари-
тельно экспериментально определить распределение давления
и его градиента в зоне течения и далее использовать квадратур-
ную формулу. Остается открытым вопрос определения окружной
скорости свободного валка, что в существенной мере препят-
ствует моделированию грануляторов типов, представленных на
рис. 1.2а, в.

В качестве примера экспериментального исследования рабо-
ты роторного гранулятора следует указать работу В.Н. Пащен-
ко [18]. Гранулятор представлял обечайку с плоским перфори-
рованным днищем и передвигающимися по нему формующими
рабочими органами. Исследовались три типа формующих ор-
ганов, установленных под углом 120Æ друг к другу и пере-
двигающихся по окружности: конические валки, протирающие
лопасти и цилиндрические валки (см. рис. 1.2 в). Исследовалась
зависимость производительности и удельной мощности от типа
рабочего органа, давления формования, числа оборотов. Изучено
распределение скорости истечения по радиусу фильеры. Уста-
новлено, что независимо от типа формующего органа произво-
дительность отверстий увеличивается с радиусом их расположе-
ния на фильере. Производительность отверстий увеличивается
с давлением формования и числом оборотов. Большая произво-
дительность наблюдается у цилиндрического формующего валка
по сравнению с коническим валком и протирающей лопастью.
Удельная потребляемая мощность, независимо от типа форму-
ющего органа, с увеличением числа оборотов вала гранулятора
уменьшается. Интенсивность этого изменения выше у цилиндри-
ческого формующего органа. С увеличением давления формова-
ния удельная мощность растет у конического формующего валка
и незначительно снижается у цилиндрического валка.

1.2.3. Реологические свойства гранулируемых сред. Гра-
нулированию подвергаются как гомо-, так и гетерогенные систе-
мы, имеющие существенно различающиеся реологические свой-
ства. Если для большинства гомогенных систем правомерно
применение степенного закона, ввиду отсутствия пластических
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свойств, то для гетерогенных высоконаполненных систем харак-
терно наличие предельного напряжения сдвига, ниже которого
течение невозможно.

В работе [27] рассматривается неизотермическое течение
упруговязкой среды в зазоре между вращающимися валками,
с учетом изменения давления, как в продольном, так и в попе-
речном направлениях. Дается аналитическое решение уравнений
движения. Распределения давления и скорости ищутся в виде
разложений по степеням малого параметра. Расчеты показы-
вают, что давление от поверхности валков к середине зазора
уменьшается. Наибольшее уменьшение наблюдается в сечениях
входа материала. Аналогичный результат дает также жидкость
Ривлина–Эриксена [28]. Это приводит к увеличению градиен-
та скорости движения жидкости по сравнению с результатами
для степенной жидкости в области деформации на входе при
однородном поперечном давлении. Изотермическое течение вяз-
коупругой жидкости в валковых машинах представлено в рабо-
те [29]. Используется нелинейное интегральное уравнение состо-
яния. Поле давления двумерно.

Точность аналитических приближений для расчета реологи-
ческих параметров высоконаполненных систем быстро уменьша-
ется с увеличением концентрации. Показано [30], что течение
системы при высоких скоростях сдвига носит сложный харак-
тер переходного от дилатантного к тиксотропному, причем вид
кривых течения зависит от выбора начальных условий. При
случайном начальном расположении частиц наблюдается резкий
рост вязкости, величина которой имеет временную зависимость.
При регулярном расположении увеличение вязкости имеет место
только при значительных скоростях сдвига. На кривых течения
может наблюдаться две дилатантные области, связанные с пере-
стройкой системы при малых интенсивностях сдвига и межслой-
ным взаимодействием при больших градиентах.

В работе [31] приведены результаты исследования реологи-
ческих свойств ПЭВД, наполненного до 80% тонкодисперсными
порошками железа, вольфрама, меди, никеля. Показано, что все
исследованные металлонаполненные композиции (независимо от
типа и количества наполнителя) подчиняются степенному зако-
ну Оствальда де Виля. Аналогичный результат получен в рабо-
те [32].

Различные модели вязкопластичности для описания высоко-
наполненных полимерных систем (Гершеля–Балкли, Шульмана)
предложено использовать в работах [33–35]. В работе [36] по-
строена модель ползучести прессованных порошковых компози-
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тов, учитывающая влияние первого инварианта тензора напряже-
ний, анизотропию и пористость на закономерности накопления
необратимых деформаций и ползучести.

В [37] исследовалась жизнеспособность высоконаполненного
материала на основе комбинации каучуков ПФ-К и СКИ-1-КТР,
наполненных стеклянными микросферами, асбестом и др. Жиз-
неспособность материала в условиях сдвиговой деформации опи-
сывается экспоненциальной зависимостью от температуры. На
основании экспериментальных исследований [38] получены мате-
матические модели основных физико-механических свойств сы-
пучих материалов.

В работе [39] исследуются реологические свойства высоко-
концентрированных дисперсий, содержащих 65–80% по объему
твердой фазы с полидисперсными частицами. Показано, что,
в зависимости от фракционного состава дисперсной фазы, вяз-
кость дисперсии, даже при постоянном содержании твердой фа-
зы, может меняться более чем в сто раз. Исследованные диспер-
сии на основе ньютоновских жидкостей проявляли при течении
псевдопластичное поведение. При высоких напряжениях сдвига
течение дисперсий сопровождалось пристенным эффектом. Вяз-
кость определялась степенью удаления содержания твердой фазы
в дисперсии от предельно возможной величины, соответствую-
щей коэффициенту упаковки наполнителя.

Иногда в полимеры вводят добавки для получения новых
эксплуатационных свойств. Например, вводится асбест с целью
улучшения теплофизических свойств и т. п. Как показывает прак-
тика, подобное варьирование может приводить к аномальному
протеканию процесса гранулирования. Это проявляется в от-
клонении размеров гранул, а в некоторых случаях приводит
к закупорке фильер. Характерным при этом является наличие
обугленного слоя на поверхности перерабатываемого материала,
извлеченного из закупоренных фильер [40].

Авторами [40] выдвинуто предположение о том, что указан-
ные аномалии связаны с изменением теплофизических свойств
перерабатываемой среды. При течении в фильере реализуется
интенсивный сдвиг на стенке (300–500 с�1) и экструдат обычно
представляет достаточно вязкую среду, поэтому процесс течения
сопровождается значительным саморазогревом материала. Вве-
дение в перерабатываемый материал добавок, подобных упомя-
нутым выше, приводит к ухудшению отвода тепла из зоны разо-
грева, происходит его термодеструкция, которая может являться
причиной закупорки фильеры.
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Зарубежными исследователями предложены следующие фе-
номенологические тензорные реологические определяющие соот-
ношения для описания высоконаполненных систем. Дорейсва-
ми [41] предложил реологическое соотношение, учитывающее
наличие у концентрированных керамических суспензий как по-
рогового напряжения, так и аномалии вязкости. При напря-
жениях больше предельных работает модель Гершеля, а мень-
ших— Гука. Другая реологическая модель, феноменологически
учитывающая перестройку внутренней структуры при течении
керамических паст, предложена в работе [39]. Она представляет
модель Шведова–Бингама, константы которой функционально
зависят от параметра, учитывающего изменение структуры пасты
во времени. Модель может описывать как тиксотропные, так
и реопектические жидкости.

Развивается и микромеханический подход при построении
реологических определяющих соотношений концентрированных
суспензий. Одной из последних, достаточно разработанных тео-
рий, является теория Ван ден Брюле [42]. Указанным автором на
основе экспериментально наблюдаемой картины послойного рас-
положения частиц в движущейся концентрированной суспензии
вычислены компоненты девиатора тензора напряжений и получе-
но тензорное реологическое определяющее соотношение. Откры-
тым, однако, остается вопрос о связи геометрических парамет-
ров рассматриваемой структуры с полем скоростей деформаций.
Без ответа на этот вопрос невозможно описать неньютоновское
поведение концентрированных суспензий в условиях их дефор-
мации [43].

Характеристики реологических свойств различных продук-
тов, перерабатываемых на технологическом оборудовании, можно
найти в соответствующей литературе. Так, например, реологиче-
ские свойства глин и их растворов анализируются в монографии
Маковея [44], а пищевых продуктов— в работах [45, 46].

1.3. Реологические эффекты, сопровождающие
процесс валкового течения

Процессы течения наполненных и полимерных систем в за-
зоре вращавшихся валков сопровождаются рядом реологических
эффектов, например явлениями неустойчивого течения, эффекта-
ми дегазации, нормальных напряжений, пристенного скольжения
и эластического восстановления.

Первое упоминание явления неустойчивого течения появи-
лось в 1951 г., а уже в 1966 г., на основе обширных экспери-
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ментальных данных Дж. Уайт и Н. Токита [47] классифициро-
вали поведение эластомеров при вальцевании в зависимости от
температуры переработки. Предложено условно выделить четыре
области (рис. 1.4):

1. Область I — при низкой температуре эластомер остается,
главным образом, в зоне загрузки с незначительной долей про-
ходящего через валковый зазор материала.

2. Область II — при повышении температуры эластомер плот-
ной, упругой лентой облегает передний тихоходный валок.

3. Область III — при дальнейшем увеличении температуры
эластомер подвергается разрыву и грануляции в валковом зазоре,
образуя так называемый «мешок».

4. Область IV— при высокой температуре эластомер пред-
ставляет собой высоковязкую жидкость, которая в виде пленки
покрывает тихоходный валок.

Область I

T T= 1

Область II

T T= 2

Область III

T T= 3

Область IV

T T= 4

Рис. 1.4. Реологическое поведение полимеров при вальцевании (�

4

� �

3

�
� �

2

� �
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Следует иметь в виду, что не все эластомеры проявляют
четыре области поведения при вальцевании. Так, например, на-
туральный каучук и эмульсионный стирол-бутадиеновый сопо-
лимер в широком диапазоне температур проявляют свойства,
характерные для областей I и II, никогда не достигая области III.
С другой стороны, полибутадиеновый и этилен-пропиленовый
сополимеры проявляют свойства, характерные для всех четырех
областей поведения.

Основное заключение, вытекающее из исследования Уайта–
Токита, состоит в том, что переход из области IV в область III
определяется критерием Вейссенберга:

We �
���

�0
,

где �� —максимальное время релаксации полимера, определяе-
мое как 1

�
�

� � ���
�
��

� ����������

��

,
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где ����—релаксационный модуль сдвига (функциональная за-
висимость касательного напряжения, действующего в полимере
во время релаксации).

Этот переход, связанный с неустойчивостью течения, подобен
явлению эластической турбулентности и имеет место при крити-
ческом значении критерия Вейссенберга.

В более поздней работе Дж. Уайта и Н. Токита [48] показано,
что для предотвращения перехода эластомера из области IV
в область III необходимо: увеличивать температуру переработки,
уменьшать скорость вращения валков или увеличивать зазор
между валками.

Переход из области поведения II в область III обусловливает-
ся началом и ростом разрывов эластомера. Для количественного
описания этого перехода авторы предлагают использовать ги-
потезу разрушения материала Рейнера–Вейссенберга–Торделла,
суть которой состоит в том, что явление разрушения насту-
пает тогда, когда локальное поглощение упругой энергии до-
стигает критического значения для данного материала, то есть:
�кр � �

2
кр��2�����, где �кр — критическое касательное напряжение

сдвига.
В работе М. Вагнера [49] сделана попытка использовать для

количественного описания явления неустойчивого течения при
вальцевании наполненных эластомеров метод анализа размер-
ностей. В этой работе автор наблюдал вышеописанные области
поведения наполненных эластомеров при постоянных значениях
температуры переработки и фрикции, достигая перехода из об-
ласти IV в I за счет уменьшения межвалкового зазора.

Механическая переработка наполненных и полимерных си-
стем, содержащих влагу и летучие продукты, сопровождается
появлением дегазационного эффекта. Сущность этого явления
состоит в том, что полимер, находясь в зоне загрузки, совершает
циркуляционное течение, при этом газовые пузырьки приводятся
во вращательное движение по замкнутым траекториям и одно-
временно сливаются до тех пор, пока не окажутся на свободной
поверхности, где происходит разрушение пузырьков газа.

Дегазационный эффект при переработке полимеров на вал-
ковых машинах не имеет количественного описания, хотя для
его оценки могут оказаться полезными результаты исследований
в области гидродинамики движения газовых пузырьков в ненью-
тоновских жидкостях.

При деформационном течении полимеров в межвалковом за-
зоре вальцов и каландров наряду с касательным напряжением
сдвига развиваются нормальные напряжения, которые оказывают
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влияние на динамику процесса переработки. Качественно эф-
фект нормальных напряжений объясняется высокоэластической
природой полимерных систем, находящихся в вязкотекучем со-
стоянии [50].

Эффект пристенного скольжения (П-эффект) имеет значение
в технологических процессах переработки полимерных матери-
алов. Это явление связано с тем, что энергия связи полимера
с твердой поверхностью перерабатывающих машин (энергия ад-
гезии) ниже энергии межмолекулярных связей в объеме полиме-
ра (энергия когезии).

Экспериментальные исследования явления пристенного
скольжения при течении полимерных материалов, проведенные
Г. В. Виноградовым с сотрудниками [51] и М. Муни [48],
показывают, что скорость скольжения достигает десятков
сантиметров в секунду, причем с повышением температуры
этот эффект увеличивается. Исследования показали [52],
что существенное значение П-эффект имеет при переработке
пластифицированных поливинилхлоридных композиций.

Следует отметить, что предприняты попытки учесть П-эффект
при каландровании полимеров, заимствуя опыт, достигнутый
в области прокатки металлов [53, 54, 55]. Однако эти иссле-
дования носят лишь качественный характер, поскольку ограни-
чиваются рассмотрением поля течения в межвалковом зазоре.

Известно, что каландрование полимеров сопровождается эф-
фектом эластического восстановления («отскока») или усадки
получаемых изделий, что аналогично явлению «разбухания»
струи— эффекту Баруса [50], наблюдаемому при экструзии по-
лимерных систем. Физическая сущность явления эластического
восстановления, проявлявшегося в увеличении толщины каланд-
рованного листа после выхода его из межвалкового зазора, свя-
зана с обратимыми высокоэластическими деформациями, разви-
вающимися в полимере во время прохождения через формующий
валковый зазор каландра. Величина эластического восстановле-
ния зависит не только от технологического режима переработки,
упруговязких свойств полимера, но и от условий и длительности
так называемого «отдыха» материала.

Работа Т. Б. Чистякова с сотрудниками [56] посвящена во-
просам математического моделирования релаксационных процес-
сов в полимерных пленках для управления величинами парамет-
ров усадки/растяжения каландрованной пленки.

Необходимо отметить подробное освещение течения реологи-
чески сложных жидкостей в рабочих органах валковых машин,
выполненное Ю.Б. Скробиным, Н.В. Тябиным [48].
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МЕХАНИКА РОТОРНОГО ГРАНУЛИРОВАНИЯ

Музыка— скрытое арифме-
тическое упражнение души,
не умеющей себя вычислить.

Лейбниц

В рамках квазиплоского приближения выполнен анализ тече-
ния неньютоновской жидкости в зоне гидродинамического кон-
такта грануляторов роторного типа.

2.1. Течение неньютоновской жидкости
в зазоре между вращающимся цилиндром
и проницаемой поверхностью

Схема течения перерабатываемой среды представлена на
рис. 2.1. Материал подается в рабочую полость между ротором
и матрицей, захватывается ими и продавливается через пер-
форационные отверстия матрицы. В общем случае окружная
скорость валка � не равна скорости поступательного движения
матрицы �. К указанной схеме можно свести как грануляторы
с подвижной матрицей, так и грануляторы планетарного дей-
ствия. При бесконечном радиусе кривизны матрицы формула для
расчетного радиуса валка имеет вид � � �

1

�

2

� ��

1

��

2

�, в ко-
торой знак плюс соответствует случаю одностороннего распо-
ложения (относительно зоны течения) центров цилиндрических
поверхностей, а знак минус— разностороннего.

Течение двумерное, ламинарное, установившееся. Среда
несжимаема. Инерционные и массовые силы по сравнению
с силами вязкого трения пренебрежимо малы. Диссипативный
саморазогрев незначителен. Исходя из уравнения неразрыв-
ности, имеем следующие оценки для компонент скорости:
	� � �	 �, 	� � ��	��
��, �� 
, где � и 
—характерные
размеры вдоль осей � и . Из уравнений движения имеем
следующие оценки: �	���� � ��	�� ��, �	��� � ��	�� �
,
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�	���� � ��	��
��2. В поперечном направлении градиент
давления отсутствует ���� � 0, следовательно � � � ���.
Более подробно оценка характеристик подобного течения
представлена в гл. 3.
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Рис. 2.1. Схема процесса роторного гранулирования: 1— валок, 2—перераба-
тываемый материал, 3—матрица, 4— гранулы

Скольжение на рабочих поверхностях отсутствует. Реологи-
ческие свойства среды описываются моделью Освальда де Виля:

��� � �0

����	�
�


�����1 �	�
�

�

Проницаемость матрицы не зависит от скорости ее движения
и характеризуется эмпирической формулой [16, 17, 25]:  � 0,
	� � ��� 1��, где �— экспериментально определяемая константа
(зависит от реологических свойств среды и геометрии перфо-
раций). Действительно, по данным работы [25] для неньюто-
новских жидкостей, без учета упругих эффектов, имеет место
подобие между кривой течения жидкости и законом проница-
емости пористой среды. Оценка членов уравнений движения
соответствует гидродинамической теории смазки [20].

С учетом принятых допущений течение материала в рабочем
зазоре описывается уравнениями
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��� � �0
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� (2.3)

Граничные условия задачи следующие:

 � 0, 	� � �, 	� � ��� 1��, (2.4)

 � 
���, 	� � �, 	� �
��

�
(2.5)

� � �0, � � 0, (2.6)

� � �1, � �
��

��
� 0� (2.7)

Кинематическое условие для поверхности валка (2.5) получено
в предположении следующих асимптотических соотношений для
компонент скорости:	� � � 
��� � ����, 	� � � �
� � �. По-
следнее соотношение правомерно при ���� 1, так как при этом

��� � ���, �
� � 1.

Задача (2.1)–(2.7) является неопределенной, поскольку для
трех неизвестных функций � ���, 	� ��, �, 	� ��, � имеем толь-
ко два уравнения, что отмечалось в [25]. Поэтому в решении
координата границы зоны течения �1 рассматривается как сво-
бодный (априорный) параметр задачи и однозначно определяет
координату точки �0, а также вид искомых функций.

Квазиплоская постановка задачи (одномерная по давлению
и двумерная по полю скорости) позволяет изменить форму управ-
ления неразрывности. Выделим в зоне течения криволинейную
трапецию, ограниченную сечениями � и �1. Снизу область огра-
ничена линией  � 0, сверху— линией  � 
���. Определим по-
ток вектора скорости через замкнутый контур, проинтегрировав
уравнение (2.2):
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��
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���	 �� 1��

�
�� � 0�

Здесь учитывались граничные условия (2.4), (2.5). Далее, учи-
тывая соотношения

�

��

��

0

	�� �

��

0

�	�
��
� 	

��

��
	� �
� ,

��

��
	� �
� � � � ��� � �
�,
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получим интегральное уравнение неразрывности:

���1��

0

	� ��1�� �
��

0

	�� 	 �

�1�

�

� 1���� � 0� (2.8)

Согласно полученному выражению объемный расход для вал-

ка единичной ширины � �
��

0
	�� в произвольном сечении �

равен сумме расхода гранулята �1 � �
�1�

�
� 1���� на участке от �

до �1 и расхода на выходе зоны течения �2 �
���1��

0
	� ��1�� (см.

рис. 2.2).

Q Q2

h x( ) h x( )1

x

0

x1

Q1

Рис. 2.2

Найдем расход на выходе �2 в условиях фрикции � 	� �.
С учетом условия (2.7) уравнение движения примет вид

�

�


�����	�
�


�����1 �	�
�


�
� 0,

откуда �	���=соnst. Интегрирование этого уравнения с учетом
(2.4), (2.5) дает

	� ��1� � � 	
���

� ��1�
� (2.9)

Подставляя (2.9) в (2.8), получим

�
 ��1� 	
�����

2

 ��1��

��

0

	�� 	 �

�1�

�

� 1���� � 0� (2.10)
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Интегрируя уравнение (2.1), получим выражение для каса-
тельного напряжения в рабочем зазоре

��� �
��

��
 	�

1

���� (2.11)

Из совместного рассмотрения выражений (2.3) и (2.11) имеем
для градиента скорости сдвига

�	�
�


� �

��

� 
�

0

��

��
	

�

1

�0 �
��
�
1��


������
��

	�

1

� � (2.12)

Форма решения зависит от соотношения скоростей � и �.
Цель решения состоит в нахождении функции 	� путем инте-
грирования уравнения и совместного рассмотрения с уравнением
(2.10). При этом вместо двух уравнений для � и 	� получим
одно интегродифференциальное уравнение для � ���. В нью-
тоновском случае форма решения не зависит от соотношения
скоростей.

2.2. Расчет потребляемой мощности

Подводимая к гранулятору энергия затрачивается на дефор-
мацию перерабатываемого материала в рабочем зазоре и на его
течение в формующих отверстиях матрицы. Получим расчетную
формулу для общего случая течения степенной жидкости при
различающихся скоростях рабочих поверхностей.

Выделим в зоне течения (см. рис. 2.1) участок протяженно-
стью ��. Для валка единичной ширины элементарная потребля-
емая мощность определяется выражением

�� �

��

0

���
�	�

�

� ��	 ���� (2.13)

Второе слагаемое в правой части характеризует потери энергии
на трение в формующих каналах и написано для случая отсут-
ствия противодавления. Формула предполагает доминирующей
сдвиговую компоненту �	��� � �	����.

Элементарный расход гранулята �� � �	� � � 0���� с уче-
том закона проницаемости (2.4) определяется выражением

�� � ��
�
��, (2.14)
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где � � 1��. Подставив (2.14) в (2.13), получим для элементар-
ной мощности

�� �

��

0

���
�	�
�

� ��	 �� 1�� ��� (2.15)

Интегрируя по частям первое слагаемое, можем записать
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0
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��

0

	�
���
�


��

Проинтегрировав (2.15) по длине зоны течения, получим пол-
ную потребляемую мощность:
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��� (2.16)

Учитывая уравнение (2.1), второе слагаемое в (2.16) можно
записать так:
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Выполним для этого слагаемого интегрирование по частям:

� � �
�
�

��

0

	��

�����
�1

�0

	

�1�

�0

�
�

��

� ��

0

	� �

�
���

С учетом граничных условий для давления (2.6),(2.7) это
выражение упрощается:
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Применим для подынтегральной функции правило Лейбница:
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или, с учетом уравнения неразрывности (2.2), можем записать
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Используя полученный результат, для � имеем
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��, (2.17)

где 	�
�

��

�

0

� �
�
	 �� �,

��

��
�

�
� , 	� �
� � �� Последние выражения

следуют из граничных условий. При этом формула (2.17) упро-
щается до вида

� �
��

1
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0

���	� �

��
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0

��, (2.18)

или в развернутой форме

� �
��

1

�

0

����� � � 
������ � � 0�����

2.3. Течение ньютоновской жидкости

Рассмотрим решение задачи для случая переработки ньюто-
новской жидкости. Повторное интегрирование уравнения (2.12)
дает для осевой компоненты скорости

	� �

1

2�

0

��

��
� � 
� 	 ����� 


�
	�� (2.19)

Здесь учитывались условия прилипания (2.4),(2.5).
Для высоты зазора примем параболическое приближение [23]


 � �

0

�
1	

�

2

2��

0

� � (2.20)

Введем безразмерный параметр, соответствующий абсциссе
окончания зоны течения:

� �
�
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�
2��

0

,

(2.21)
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что дает для высоты зазора (толщины наносимого материала) на
выходе 
��

1

� � �

0

�1	 �

2

�.
Осевой расход в произвольном сечении, входящий в (2.10),

найдем, проинтегрировав (2.19) по текущей высоте зазора:
��

0

	� � � � �3

12�

0

��

��
	

�

2
��	��� (2.22)

Из совместного рассмотрения (2.10) и (2.22) получим интегро-
дифференциальное уравнение для давления:
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Перейдем к безразмерным переменным:

� �
��

2��

0

,

�

0

�
�

0

�
2
��

0

, � �
2��0

�

0

� �1� ���2��

0

,

� �

2

���

0

�

2

0

, � �



�

0

�1� �

2

�

,

� �
�

��

0

,

� �
�

�
� (2.24)

В безразмерной форме уравнение (2.23) имеет вид
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��� � 0� (2.25)

Граничные условия задачи:

� � �, � �
��

��
� 0; � � �

0

,� � 0� (2.26)

Таким образом, безразмерное давление является функцией �
и параметров �, �. Важно отметить, что в представлении (2.24)
безразмерное давление не зависит от фрикции. Задача не имеет
аналитического решения.

2.3.1. Анализ поля скоростей. Для анализа поля скоро-
стей используем функцию тока

	� �
��

�

� (2.27)

Принимаем для поверхности валка � � 1, � � �1	 �� �2.
Проинтегрировав (2.27) по высоте зазора:

�1�	2����1��2
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�
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�1	 �
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� �1

�
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�� , (2.28)
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и используя (2.19), для компоненты скорости имеем
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4
�� 	 1�

�
1	 �2

�2 ��

��
�� � 1�� 	 �� � 1�� 	 1� (2.29)

Подставив (2.29) в (2.28), получим
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� (2.30)

В точке с координатами � � �, � � 0 функция тока равна
нулю, поэтому соответствующая линия тока разделяет всю об-
ласть на область траекторий частиц, проходящих через матрицу
��  0�, и область траекторий частиц, остающихся на поверхно-
сти матрицы �� ! 0�. Для численного анализа необходимо (2.30)
рассматривать совместно с (2.25), (2.26). Введем безразмерную
скорость " � 	���. На участке �0  �  �� эпюра " вогнутая,
а на участке ��  �  �—выпуклая. В сечениях �� и � эпюры
линейные, так как ����� � 0.

Ординату точки экстремума скорости найдем из условия
�"��� ��� � 0. С учетом (2.29) можем записать

�� �
1
2
	

2�1� ��

�� � 1��1� �2�2�����
� (2.31)

Из (2.31) видно, что при отсутствии фрикции (� � 1) экстре-
мум скорости имеет ординату �� � 0,5. При наличии фрикции
ордината экстремума зависит от знака градиента давления, что
поясняется табл. 2.1.

Т а б л иц а 2.1
Положение точки экстремума профиля осевой скорости

Фрикция (�)
Участок зоны течения

�0 � � � ��

������ � 0�

�� � � � �

������ � 0�

� � 1 �� � 0,5 �� � 0,5

� � 1 �� � 0,5 �� � 0,5

� � 1 �� � 0,5 �� � 0,5
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Условие наличия циркуляции материала на входе зоны те-
чения описывается так: � � ��, � � �

0

, "  0� При этом из
(2.29) и (2.31) имеем следующую определяющую систему:
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����� � 1� 	 �� � 1��� 	 1  0�

(2.32)

Исключив из этой системы градиент давления, получим усло-
вие для фрикции: �  1 	 �1 � 2�����

2

�. Без фрикции цир-
куляция имеет место при выполнении условия �� ��

0

���� !
! 8��1	 �

2

0

�

2

. В условиях фрикции заключение о наличии цир-
куляции можно сделать на основе совместного рассмотрения
(2.32), (2.25), (2.26).

2.3.2. Интегральные характеристики гранулирования
ньютоновской жидкости. К интегральным характеристикам
относятся потребляемая мощность, распорное усилие и произ-
водительность. Рассмотрим случай, когда известны скорости
рабочих поверхностей. Мощность, затрачиваемая на вязкое
трение, находится по формуле (2.18). Касательное напряжение
в зазоре определяется по формуле ��� � ��#��� . Учитывая
формулу (2.19), для касательного напряжения можно записать

��� �
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��
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������ (2.33)

Подставляя (2.33) в (2.18) с учетом условий (2.4), (2.5) для
валка шириной $, получим
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В безразмерной форме выражение для мощности имеет вид

� � �� � 1�
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2
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	 �1� ��
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�������� ����� �

0

�, (2.34)

где %

2

� �
	�




0

����, � �
��

0

���

2

�2��

0

.

Интеграл %

2

зависит от безразмерной проницаемости � и про-
тяженности зоны течения �� �

0

.
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Объемную производительность можно определить как поток
вектора скорости 	� через поверхность, ограниченную шириной
валка $ и размерами зоны течения:

� � $

�

1
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�

0

�	�� � 0���� � $�
��

1

�

0

� ���

Здесь использовался закон проницаемости матрицы (2.4).
В безразмерной форме для производительности имеем

� � �%
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, (2.35)

где � �
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���.

Распорное усилие (или подъемная сила, действующая на ва-
лок) определяется путем интегрирования эпюры давления:
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или в безразмерной форме

& � ���0

�����1� ��
� %

1

� (2.36)

Таким образом, интегральные характеристики зависят от
интегралов %

1

, %

2

. Из сопоставления (2.35) и (2.36) следует
� � 2�& , т. е. производительность гранулятора пропорциональна
проницаемости матрицы и распорному усилию. Это соотношение
можно использовать для экспериментального определения про-
ницаемости матрицы � � ��2& . Кроме того, из полученных вы-
ражений видно, что производительность и распорное усилие воз-
растают с увеличением фрикции. Производительность гранулято-
ра с протирочными лопастями (� � 0, � � 0� при прочих равных
условиях в два раза меньше, чем гранулятора со свободно вра-
щающимся валком и фрикцией, равной единице (� � �, � � 1�.
Следовательно, повышение трения в подшипниках гранулятора
планетарного типа снижает производительность.

2.3.3. Скорость вращения свободного валка. В грануля-
торах планетарного типа валки не имеют собственного привода
и свободно катятся по перерабатываемому материалу, вдавливая
его в формующие отверстия матрицы. Окружная скорость валка



2.3. Течение ньютоновской жидкости 33

зависит от величины загрузки и других параметров. Для выпол-
нения инженерных расчетов необходимо знать эту скорость.

Переход к расчетной схеме рис. 2.1 осуществляется привяз-
кой системы координат к оси валка. При этом ордината направ-
лена по радиусу матрицы и проходит через ось валка, а абсцисса
лежит на поверхности матрицы. Трением в подшипниках валка
пренебрегаем. Со стороны перерабатываемого материала на по-
верхность валка действует касательное напряжение. Поскольку
результирующий крутящий момент на оси валка равен нулю, то
результирующая сила от действующих касательных напряжений
должна быть нулевой, что дает уравнение
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С учетом (2.33) можем записать
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Интегрируя и перейдя к безразмерным переменным, получим
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	 2�� � 1��������� ����� �

0

� � 0,

где %

2

определяется согласно (2.34). Скорость вынужденного
вращения валка может быть охарактеризована фрикцией �. Ве-
личина фрикции, обеспечивающая тождество последнему выра-
жению, суть

� � 2�	
���� 	
�� �0��  2
2�	
���� 	
�� �

0

� �  

2

�

(2.37)

Величины �, �

0

, %

2

находятся из решения для давления
в зоне течения. Анализ показывает, что с уменьшением зоны
течения (или загрузки) имеет место равенство ���

	�


0

�0
� �

1.

С увеличением зоны течения � � �

0

фрикция уменьшается,
находясь в интервале 0 �  1. Подставив (2.37) в (2.34)
получим расчетное выражение для потребляемой мощности гра-
нулятора с пассивным валком: � � �� 	 1�%

2

.
Фрикции � соответствует минимальная потребляемая мощ-

ность. Аналогично, при использовании выражений (2.35), (2.36)
необходимо заменить � величиной � из (2.37).

2.3.4. Грануляторы с неоднородной по длине валка
фрикцией. Для грануляторов, работающих по схеме рис. 1.3,
характерно неоднородное распределение фрикции по длине валка.

2 В.М. Шаповалов
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Задача состоит в определении угловой скорости вращения валка
вокруг собственной оси или радиуса бесфрикционного качения.

Схема роторной машины представлена на рис. 2.3. Рабочий
процесс осуществляется благодаря эффекту клина: при наличии
вязких свойств материал увлекается в зазор между валком 1,
совершающим планетарное движение под действием кривоши-
па 2, и плоским неподвижным основанием—матрицы. Движение
анализируется в системе Лагранжа, связанной с горизонтальной
осью кривошипа. Сдвиговая деформация определяется скоростью
проскальзывания, которая возникает вследствие разности скоро-
сти «набегания» основания (или переносной скорости движения
точек на поверхности валка в системе координат Эйлера) '�(,
линейно зависящей от радиуса рассматриваемого сечения по
длине валка, и окружной (относительной) скорости поверхности
валка '��, постоянной по длине валка в силу его сплошности.
Если поместить наблюдателя (систему координат) на конце оси
кривошипа, то он увидит, что валок вращается с постоянной
скоростью '�, а покрытая слоем перерабатываемого материала
матрица набегает с постоянной угловой скоростью '�, но меня-
ющейся по длине валка окружной. Имеется сечение валка (�,
в котором окружная скорость матрицы равна окружной скорости
валка.

R

12

3

r

r1

4

5

ωвR

v

0 r2rk

ωвr

ωв

ωk

Рис. 2.3. Схема роторной машины: 1— валок, 2—кривошип, 3—матрица, 4—
зона скольжения, 5— зона торможения

Полагаем, что в зазоре имеет место двумерное течение и ма-
териал в радиальном направлении не перемещается. Угловая
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скорость кривошипа '�. Длина валка � � (2 � (1. На радиусе
(� имеет место чистое качение и �=1. Окружная скорость валка
� � '�(. Фрикция в произвольном сечении � � ��� � (��(. Для
скорости матрицы имеем

� � (�'���� (2.38)

Согласно (2.36) безразмерное давление и размеры зоны те-
чения не зависят от фрикции. Следовательно, в ньютоновском
случае ширина зоны течения постоянна по длине валка.

В рабочем зазоре машины имеет место диссипативное рассе-
ивание подводимой механической энергии. Диссипируемую энер-
гию можно определить интегралом

) �

�2�

�1

	�


0

��

0

���
�	�
�

� ���(,

но, учитывая (2.13), (2.18), выражение можно упростить:

) �

�2�

�1

��(� (2.39)

Величина � зависит от фрикции, которая в свою очередь
зависит от (. Поскольку фрикция однозначно связана с (�, будем
считать, что ) является функцией параметра (�. Согласно прин-
ципу Гельмгольца для обеспечения минимума диссипативной
энергии параметр (� должен доставлять экстремум функции ),
т. е. �)��(� � 0. Заменив в (2.34) $ на �(, проинтегрировав со-
гласно (2.39) и продифференцировав по (�, получим для радиуса

(� � ��(1 	 (2��2, (2.40)

где � определяется согласно (2.37). При малых загрузках �=1
и радиус качения находится в середине валка. С увеличением
загрузки фрикция при свободном качении (�� уменьшается, сле-
довательно, радиус качения смещается к центру матрицы.

Интегрирование (2.39) дает значение потребляемой мощности
гранулятора с неоднородной фрикцией:

� �
�!2

�"
3
�

�
2��0

3�0



 2
2

�
�(�2 	 1�3 � �(�1 	 1�3

�
	

	 �������� ����� �0�
�
�(�2 � 1�3 	 �1� (�1�3

�
, (2.41)

где (�1 � (1�(�, (
�

2 � (2�(�.

2*
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Элементарная производительность на участке валка длиной
�( составит

�� � �%

1

�

0

'( �1	 (��(��(�

Проинтегрировав в пределах от (

1

до (

2

, получим

� � 0, 5�%

1

�

0

'�(

2

2 � (

2

1��� 	 1�� (2.42)

Для участка валка �( элементарное распорное усилие с уче-
том выражения (2.36)

�& � ��'�( 	 (��%

1

�
�

1

0 �(�

Интегрируя по длине валка, найдем общее распорное усилие

& � 0, 5��'%

1

�(

2

2 � (

2

1��1	 ���
�

1

0 � (2.43)

Валок на кривошипе установлен консольно. Распорное уси-
лие создает в сечении крепления изгибающий момент, с учетом
которого выбирается сечение кривошипа. Распорное усилие мож-
но рассматривать как неоднородную распределенную нагрузку,
действующую на валок со стороны перерабатываемого матери-
ала. Найдем точку приложения эквивалентной сосредоточенной
нагрузки. Элементарный момент от распорной нагрузки в сече-
нии (: �* � (�& , где �& � �( 	 (����'%

1

�(��

0

. Выполнив
интегрирование по длине валка, получим

* �
��! 

1

�0 �13�(

3

2 � (

3

1� 	
"�

2
�(

2

2 � (

2

1�
� �

Радиус приложения эквивалентной сосредоточенной силы
можно найти с помощью выражения (� �*& , т. е.

(� �

2

�"

3

2 � "

3

1� � 3"��"

2

2 � "

2

1�

3�"

2

� "

1

��"

2

� "

1

� 2"��
�

Расчетный изгибающий момент у основания кривошипа мож-
но определить, умножив общее распорное усилие (2.43) на ради-
ус приложения сосредоточенной эквивалентной силы.

2.4. Гранулирование неньютоновских жидкостей

Гранулируемые материалы в большинстве случаев представ-
ляют сложные в реологическом отношении системы. Иногда для
улучшения текучести и качества гранул в перерабатываемый ма-
териал вводят добавки, существенно изменяющие реологические
свойства. Аномально-вязкие свойства материала могут суще-
ственным образом изменить картину течения в зазоре и изменить
интегральные характеристики течения. Анализируется течение
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жидкости Оствальда де Виля. Показано, что при переработке
аномальных сред фрикция существенно влияет на течение и фор-
му расчетных уравнений.

2.4.1. Случай равенства скоростей рабочих поверхно-
стей. Рассматривается случай симметричного валкового тече-
ния. Для частного случая � � � условие симметрии профиля
скорости имеет вид

 � 
�2, �	��� � 0� (2.44)

На линии  � 
�2 скорость принимает экстремальное значе-
ние. С учетом (2.44) выражение (2.12) имеет вид

�	�
�


� �

��

� 1�

0

��

��
� � �

2
��

��

�� 
��� ����� � � �

2
�� , (2.45)

где � � 1��. Перейдем к безразмерным переменным (2.24), но
для давления и проницаемости примем

� �
��

��

1

0

�

0

�
��2

��
0

, � � ��2��

0

�

2

0

�
�

0

�2��

0

�0 �
�

� (2.46)

Интегрируя (2.45) с учетом (2.4), (2.5), (2.24), (2.46), полу-
чим выражение для осевой компоненты скорости:

	�

�
� 1	+��1� 2� �1�� �

1

�
, (2.47)

где +��� �
#

#� 1
�1� �

2

2

�1
��

��

�

��

�

��

�


���
���

��
�.

При +��

0

� ! 0 в зоне течения есть точка застоя, в которой
	� � 0, а на входе имеет место циркуляция жидкости. Используя
методику раздела 2.3.2, можно получить следующее выражение
для функции тока в неньютоновском случае:

� � 1	 �

2

� �1	 �

2

�
� $

2�2� %�
�1	 �1� 2� �2�� 
����1� 2� ��	

	�1�+��1� � �
 �
Подставив (2.47) в (2.10) с учетом (2.46) и 	���

1

� � �, полу-
чим нелинейное интегро-дифференциальное уравнение первого
порядка для безразмерного давления в зоне течения:
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(2.48)
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Граничные условия для давления:

� ��0� � 0, � ��� � �� ������ � 0� (2.49)

Численный анализ уравнений (2.48), (2.49) проводился ме-
тодом Рунге–Кутта, начиная с точки �. Результаты расчетов

0

0,5

1

P
а

0�1ρ

1

б

2

3

Рис. 2.4. Эпюры безразмерного дав-
ления: а— � � 0,2; б— � � 0: 1—

# � 0,2, 2—1, 3—2

представлены на рис. 2.4. Из
рисунка видно, что для по-
лучения идентичной толщины
следа материала на матрице
(� � ��
�� протяженность зо-
ны течения в случае псевдопла-
стичной жидкости должна быть
больше, чем ньютоновской и ди-
латантной жидкостей. С ростом
проницаемости матрицы увели-
чивается размер зоны течения
и повышается давление.

По аналогии с (2.34) опре-
делим объемную производитель-
ность:

� �
�

��0�
� �

	�


0

�
�
��� (2.50)

Аналогично выражению (2.35) для распорного усилия имеем

& �
�

2���0

�
�0

�

��
�

	�


0

���� (2.51)

Учитывая (2.3), (2.45), (2.46) и формулу (2.18) найдем по-
требляемую мощность:

� �
���

0

��0

�
2��0 �

��1
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	�


0

����� (2.52)

Для численных расчетов интегральных параметров систе-
ма уравнений (2.48)–(2.52) была сведена к дифференциальным
уравнениям первого порядка:
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2

�1� �2�2��1
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����2 � �2 ������� 
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(2.53)
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Граничные условия:

� � � ,� � ����� � � � & � � � 0, � ��

0

� � 0� (2.54)

При шаге �� � �0,05 погрешность расчета � не превы-
шала 0,5%. Расчет заканчивался при �<0. Искомые значения
�, & , � определялись интерполяцией. Исследовалась область
� � �

0

 7. Было установлено, что при � � �

0

 1 произво-
дительность незначительна. На участке 1 � � �

0

 5 имеет
место резкий рост производительности. А на участке �� �

0

 5
наступает ее стабилизация. Таким образом, область оптимальной
эксплуатации гранулятора является 1 � � �

0

 7. Псевдопла-
стичные жидкости обеспечивают более высокую производитель-
ность, чем дилатантые и ньютоновские. При малых размерах
зоны течения (�� �

0

 2) эффекты неньютоновости мало влияют
на производительность. Была выполнена аппроксимация числен-
ных результатов для �  10, 1  �� �

0

 7, 0,25  �  1,5:

� �
� � �

� 1
0,0847%� 0,89

�
�� �

0

0,11%� 3,85
�

0,51� 0,112%� �0,33� 0,158 �� �#���

0,7

�

(2.55)

Погрешность этого выражения не превышает 8%. Для рас-
порного усилия

& � 4,183 � 0,559� ��� ���0,3� 0,13�

2

�
�

�
0,36�1,28� ��

� �0,091	 0,033�	

0,486

0,0193& �

1

����� �

0

�� � (2.56)

Погрешность этого выражения не превышает 20%. Аналогич-
но для потребляемой мощности аппроксимация
� � 11,44 �����0,863#�

1� �0,41& � 0,83�0,584�0,17���1 ��
�0,548	 0,226��

�0,0019� � � � �1,65�� 	 0,292�

0,017

��� �

0

�
�
� (2.57)

Формулы (2.55)–(2.57) могут использоваться для инженер-
ных расчетов грануляторов.

2.4.2. Гранулирование при большой фрикции. Рассмат-
ривается случай однородной по длине валка фрикции. Име-
ет место существенное различие окружных скоростей рабочих
поверхностей. Данный режим используется, когда необходимо
обеспечить интенсивное перемешивание материала.

Предложен способ решения задачи, позволяющий существен-
но упростить определяющие уравнения путем исключения па-
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раметра фрикции � . Реологический закон Оствальда де Виля,
с учетом � 	� �, запишем в следующей форме:

��� � �0

������

�

�����1 �	�
�

� (2.58)

Полагаем, что эффекты аномалии вязкости обусловлены чи-
сто сдвиговой составляющей течения. Поскольку высота кана-
ла 
 изменяется по длине, то выражение (2.58) предполагает
вязкость, однородную по высоте щели, но изменяющуюся по
длине зоны течения. С учетом (2.20) выражение (2.58) можно
записать так:

��� �
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�1� �2���1
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������
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�����1 �
Интегрирование уравнения (2.1) с учетом (2.4), (2.5), (2.58)

дает для осевой скорости
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	�� (2.59)

Рассматривая совместно (2.10), (2.59) и переходя к безраз-
мерным переменным (2.24), но определяя � и � следующим
образом:
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получим интегро-дифференциальное уравнение первого порядка
для безразмерного давления:

�2 � �2 	 �1� �2���2
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�� � 0� (2.60)

Граничные условия (2.49) остаются в силе. Полученное урав-
нение по форме близко к ньютоновскому случаю, но учитывает
эффекты аномалии вязкости. Распределение касательного напря-
жения
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Найдем интегральные параметры. Подставляя (2.61) в (2.18),
получим для мощности
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Методика определения производительности изложена в раз-
деле 2.3.3. Расчетное выражение имеет вид

� � �
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Аналогично для распорного усилия имеем
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Методика расчета интегралов, входящих в выражения для
� ,�,& , подробно рассмотрена в разделе 2.3.3. Полученное ре-
шение неприменимо в случае равенства скоростей рабочих по-
верхностей. Варианты � и 1�� эквивалентны, поскольку дают
идентичное распределение давления и значения интегральных
параметров. Решение неприменимо для анализа гранулятора
с неоднородной по длине валка фрикцией, поскольку в сечении
чистого качения имеет место разрыв вязкости (согласно (2.58)
при � � � эффективная вязкость равна нулю). С увеличением
фрикции точность полученного решения возрастает, поскольку
при этом доминирует куэттовская составляющая течения.

2.4.3. Общий случай течения. При наличии фрикции вы-
ражение для осевой скорости, полученное путем интегрирования
(2.12) с учетом (2.4), имеет вид

	� � � 	
�

��

�

��

�1��

�

0

��

��

�

��

�

��

�


������
��
� ��

0

�� ���
�

����� ����� ,

(2.62)
где � � ��

1

��
������. Функция ���� характеризует безраз-
мерную ординату точки экстремума скорости. Выполнив инте-
грирование в (2.62), запишем

	� � � 	
#

#� 1
�

��

�

��

�1��

�

0

��

��

�

��

�

��

�


������
��

� ��� ���1�� � ���1����
(2.63)

Используя условие (2.5) для (2.63) и переходя к безразмер-
ным переменным (2.46), (2.24), получим уравнение

� � 1 �
#

#�

1

$�1	 �

2

�

1

�� �

��

�

��

��

��

�

��

�

��

�


���
���

��
� , (2.64)
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где $��� � �1���1�� � ���1��. Уравнение (2.64) дает возмож-
ность из (2.63) исключить градиент давления:

	��� � 1	$�1 �� � 1�
�
�� ���1�� � ���1��

�
, (2.65)

Учитывая профиль осевой скорости на выходе (2.9) и (2.65)
для уравнения (2.10), получим уравнение для давления

�0�1	 �
2�

1�

0

�� 	 ������ ��� �

��0�

1�

0

�
1	$�1�� � 1���� ���1�� � ���1���

�
�1	 �2��� 	

	 �

�1�

�

� � �� � 0� (2.66)

Параметр � может принимать значения от �� до 	�,
поэтому входящий в (2.66) интеграл необходимо рассматривать
для трех случаев:

1�

0

�� ���1�� �� � �2	 ,��1��1���2�� � ���2���, для �  0,

1�

0

�� ���1�� �� �

��
�

�2	 ,��1����2�� 	 �1���2���,
для 0  �  1,

�2	 ,��1����2�� 	 �1���2���, для � ! 1,

или в обобщенном виде (для любых значений �)

1�

0

�� ���1�� �� � �2	 ���1
�
� ���1�� � �� � 1�2�� 
����� � 1�

�
�

С учетом этого выражения уравнение (2.66) примет вид

0,5�1	 ���1	 �2�� �1	 �2� �1	 �� � 1��� 	 �

	�




�
�
�� � 0,

(2.67)
где

� � �2	 ���1$�1
�
���1�� �� � 2� ��� �� � 1�2�� 
����� � 1�

�
�



2.4. Гранулирование неньютоновских жидкостей 43

Функция ���� имеет две асимптоты: � � 0,5 и � � 0,5,
а экстремумов и точек перегиба у нее нет (см. рис. 2.5).
При ��  �  0,5 функция убывает от 0,5 до ��, при
0,5 �  	� убывает от 	� до 0,5. Характер изменения
функции � зависит от фрикции. При �  1 (� ! 1) функция
� растет (убывает) от � ! 0,5 (� 0,5) до 	�����, в точке
максимума давления терпит бесконечный разрыв, переходит от
�� к �� (от 	� к 	�� через точку максимума (минимума),
в которой �  0,5 (� ! 0,5). Описанный характер изменения
функций � и � необходимо учитывать при численном анализе.

21

C

0

0,5

��

P
2

1

0,5

0,5
��

0 C

�

Рис. 2.5. Графики функций ���� и ����: 1— � � 1; 2— � � 1

Таким образом, для двух неизвестных функций ���� и � ���
имеем систему уравнений (2.64), (2.67) и граничные усло-
вия (2.26), которые необходимо дополнить начальным условием
для �:

� � �, � �� 
����� � 1�� (2.68)

В ньютоновском случае: � � 1, � � �1 � 3���3�1 � 2��, из
системы можно исключить � и получить уравнение (2.25).

При отсутствии фрикции в зоне течения имеется линия нуле-
вых градиентов скорости сдвига  � 
�2, �	��� � 0. Интервал
градиента скорости сдвига �0 
����	����� может быть легко
установлен. Точка 
����	���� может лежать на поверхности
валка или матрицы в зонах наибольшего градиента давления.
Для обоснованного выбора параметров реологической модели
необходимо знать диапазон скорости деформации. Рассмотрим
случай течения с фрикцией. Выражение для градиента скорости
сдвига с учетом (2.63) имеет вид

�	�
�


� �
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� 1�

0

��

��

�

��

�
�

� �� � 
�
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���� �� � 
� 
 � � ����
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�
,
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или, учитывая (2.64) и исключая градиент давления, имеем

�	�
�


� � �� ���� �� � 1��1� %�

�

0

��

1

� �

2

�

����� ����

Точка 
����	���� имеет координаты � � �

0

,  � 1 для � ! 1
или  � 0 для �  1. Для определения 
����	���� и оцен-
ки наличия циркуляции материала на входе необходимо знать
���

0

�. Зоной наименьшего градиента скорости, при отсутствии
циркуляции, является � � �, где ����� � 0 и имеет место
чисто сдвиговое течение. Для � ! 1 справедливо соотношение
���

��

�1���
�
��1���1

��
� ���1����

1

� �1, следовательно

�����	���� � ��� � 1���	 1����

0

�1	 �

2

��
�
�

Полученное выражение правомерно и при �  1, посколь-
ку ���

��

����� �$� � �1. При наличии циркуляции на входе

�����	���� � 0 и условие циркуляции ���

0

�  �
�
для �  1,

���

0

� ! �
�
для �� ! 1�, где �

�
� �1	 �1��1�����1.

В точке �� функция � терпит разрыв второго рода, что суще-
ственно усложняет численный анализ. Трудно воспользоваться
условием (2.68). Кроме того, с увеличением «�» снижается точ-
ность расчета функции «�». Решение уравнения (2.67) методом
итераций дает плохую сходимость для значений �  1, а при
� ! 1 схема расходится.

Отметим, что В.Н. Красовским, Р. Г. Мирзоевым с сотрудни-
ками [61, 62, 63], а также Н.В. Розе [64] получено приближен-
ное решение несимметричной задачи, в основу которого поло-
жено разложение подынтегральной степенной функции в (2.66)
в биномиальный ряд. При этом точность расчета энергосиловых
параметров несимметричного процесса течения зависит от числа
членов разложения и сходимости рядов.

При проведении численного анализа удобно перейти к функ-
ции

- � �� � 0,5�
�

1

� (2.69)

Эта функция на интервале ��

0

,�� не имеет разрывов и асимп-
тот, а в точках ��, � обращается в нуль. Из (2.64) для градиента
давления имеем
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��
� �-���1 ����
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�� � 1��1� %�

�
�

�1� �
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�

1

�� �
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������ � 1�$
�

� , (2.70)

где $
�

� �0,5- � 1�1
��
� �0,5- 	 1�1��

.
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Продифференцировав (2.67) по �0, получим уравнение для -

�'

��
� �2� �1� �� � 1��� � ��

�

�1� �2��� � 1���
, (2.71)

где

� �
1

�2� %���'



�0,5-	�1�� �1� -�1,5	 ����

� �1� 0,5-�2�� 
����1� 0,5-�

,

�� �
��

�'
� � ����' �����

��'
	

1
2�2� %���'



�2	 �� �1� 0,5-�1�� �

� �0,5- 	 1�� 
����0,5- 	 1�
�
2	 �	 -�3	 3,5�	 �2�

�
,

$�� � 0,5�1	 �� ��0,5- � 1�� 
����0,5- � 1��
��0,5- 	 1�� 
����0,5- 	 1�� �

В ньютоновском случае уравнения (2.70), (2.71) имеют вид

��

��
� � �� � 1�'

�1� �2�2
; �'

��
� �4

�
� �6� �� � 1��3� 0,5'�� � 3��

�
�� � 1��1� �2�

, (2.72)

где � � �0,5- 	 3��6; �� � 1�12; $� � �2-; $�� � �2.
Уравнения (2.72) необходимы при отладке вычислительной

программы. Для (2.70)–(2.72) граничные условия

� ��� � -��� � 0, � ��0� � 0� (2.73)

Результаты анализа модели представлены на рисунках. Шаг
по �—0,05 обеспечивал точность расчета давления в пяти знача-
щих цифрах. Варьировались параметры � и �, а � и � оставались
постоянными. На рис. 2.6а иллюстрируется влияние фрикции на
давление для ньютоновской жидкости. С увеличением фрикции
давление возрастает. Эпюры по ординате геометрически подобны,
отличаясь множителем �� 	 1��2, что соответствует результатам
раздела 2.3.

Течение псевдопластичной жидкости представлено на
рис. 2.6 б. При � � 1 давление максимально, поскольку
жидкость имеет наибольшую вязкость. При � 	� 1 размеры зоны
течения уменьшаются. В случаях � и 1�� размер зоны течения
идентичен. Для дилатантной жидкости (рис. 2.6 в) размеры зоны
течения уменьшаются, и при � � 1 давление понижается, что
обусловлено снижением вязкости. С увеличением отклонения
фрикции от единицы давление возрастает, и зона течения
увеличивается.
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Рис. 2.6. Эпюры давления при гранулировании различных жидкостей: а—
# � 1, � � 1, � � 0,2 (ньютоновская); б— # � 0,2, � � 1, � � 0,2 (псевдопла-

стическая); в—# � 2, � � 1, � � 0,1 (дилатантная)
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Профиль скорости описывается выражением

" � 1	$�1
�

�� � 1�
�
�-�� � 0,5�� 1�1�� � �0,5- 	 1�1��

�
�

(2.74)
На поверхности матрицы " � 1, а валка— " � � .

Проанализируем влияние -, �, � на профиль скорости. Коор-
динату сечения определяет -. Результаты расчетов представлены
на рис. 2.7. В ньютоновском случае эпюры имеют параболиче-
ский вид. С увеличением - скорость возрастает, поскольку -
однозначно связана с градиентом давления.

Случай - � 0 соответствует безградиентным сечениям �
и ��, в которых " � 1 	 �� � 1�� . При -  1 может появиться
точка застоя, в которой " � 0 или может возникнуть циркуляция
жидкости (при "  0). Эпюры (б) соответствуют псевдопластич-
ной жидкости. При - � �� доминирует градиентное течение,
и ордината экстремума составляет 0,2. В случае дилатантной
жидкости (в) профиль скорости с увеличением � стремится
к треугольной форме.

Проанализируем образование точки застоя и последующего
развития циркуляционного характера течения. В точке застоя
выполняется условие - � -�, " � 0, �"��� � 0. Что приводит
к системе

�$� � �� � 1�
�
�-���� � 0,5�� 1�1�� � �0,5-� 	 1�1��

�
,

�$� � � �� � 1� �0,5-� 	 1�1�� �
Из первого уравнения получаем условие связи ��=0,5+1/-�,

а из второго получим зависимость для фрикции � �
� ��0,5-� � 1���0,5-� 	 1����1, или, перейдя к безразмерной
координате,

-� � �2 � 1��1��� � 1

� 1�1�� � 1
�

Необходимое условие для застоя или циркуляции 0 ��  1.
Если -� соответствует началу зоны течения, то присутствует
точка застоя. Если -� находится внутри зоны течения, то имеет
место циркуляция жидкости на входе.

Эпюры скорости имеют следующие свойства симметрии. Без-
размерные профили для - и �- связаны так:

" �� , -�� "0�� , - � 0� � �" �1� � ,�-� 	 "0�1� � , - � 0�,

где "0 � " �� , - � 0� � 1 	 �� � 1�� . Если мы имеем эпюру,
соответствующую фрикции � , то для фрикции 1�� имеем
" �� , -, �� � �" �1 � � ,�-, 1���. Указанные соотношения



48 Гл. 2. Механика роторного гранулирования

0 2 4 6 V−2

Y

1

2

−2

ξ = 10
− 01

0

f = 5

f = 0,2

a

0

2

Y

1

Y

1

f = 5
f = 0,2

f = 5
f = 0,2

0 2 4 6 V

0 2 4 6 V

ξ = 02

ξ = 5

б

в

− 02
−2

− 02

10
20

− 01

−2

0

2

−5

Рис. 2.7



2.4. Гранулирование неньютоновских жидкостей 49

можно получить алгебраическим путем, учитывая свойство
$
�

��-� � �$��-�.
Запишем формулу для потребляемой мощности (2.18) в виде

� � $

в

�

1

�

�2 ��0 �
��
��	

�

�

�

��

��
�
1 �	�

�

	�	�

��

�

��

�

0
��� (2.75)

Здесь $

в

—ширина валка.
Подставляя в (2.75) выражение (2.65), получим

� �
�

�
�
�

0

��2��

0
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0
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�� � �� � 1�� �1� ����

�

	

�


0 �
��
�$
�1	 �

2

��

��

��� ��1��� � 	�� 
 � � � �$ �� � 1�����

Методика расчета мощности была представлена в разде-
ле 2.3.3. Совместно с уравнениями (2.70), (2.71), (2.73) необ-
ходимо рассматривать дифференциальное уравнение для мощно-
сти, которое с учетом (2.69) имеет вид

��

��
� � �

��

�

��

' �� � 1� �1� %�

�
�

�1� �

2

�
�

��

�

��

�

�
� ��- � �� � 1��0,5- 	 1�� � 
���� -$

�

�� � 1�� � (2.76)

Начальные условия: ���� � 0. Значение ���

0

� и есть ис-
комая мощность. Уравнение (2.76) необходимо рассматривать
совместно с уравнением (2.75). Формулы (2.50), (2.51) для произ-
водительности и распорного усилия могут быть распространены
и на рассматриваемый случай. При расчетах необходимо учиты-
вать свойство ���$

�

�
�

0

� � �1	 �� -.

2.4.4. Скорость вращения свободного валка. Принятые
в 2.3.4 физические допущения распространим на неньютонов-
ское течение. Скорость свободного валка находится из условия
равенства нулю результирующего момента от действия на его
поверхность касательных напряжений со стороны жидкости:

��

1

�

0

��� � � 
��� � 0� (2.77)

Касательное напряжение определяется выражением

��� � � 
� � �

0

����

0

�
� �1	 �

2

� �1�����Æ��,
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с учетом которого представим (2.77) в виде суммы
	�
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1	 �2
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�� �
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�
1	 �2

�
��

��
�� � 0�

Выполнив для первого слагаемого интегрирование по частям,
и учитывая равенства � ��0� � 0, � ��� � 0, можем записать

�2
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�����
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0

�
�
1	 �2
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��

��
�� � 0�

Если воспользоваться градиентом давления из (2.64), то для
� получим выражение

� � 1� #

#� 1

��������
2

��
	0

����

��
	0

�
���� �

1� �2
������ ��� �����

��������

�

� (2.78)

Согласно (2.78) при � � 0 (уменьшение размера зоны тече-
ния) фрикция свободного валка стремится к единице. При пе-
реработке жидкости с ярко выраженными псевдопластическими
свойствами (�� 1) фрикция приближается к единице. И, наобо-
рот, для дилатантных жидкостей (� ! 1) характерно уменьшение
фрикции (�  1), поскольку эти жидкости оказывают сильное
тормозящее действие. Величина фрикции зависит от парамет-
ров �, �� �0, �. Подобно другим интегральным параметрам, вы-
числение фрикции по формуле (2.78) осуществляется совместно
с уравнениями (2.64), (2.67). Полагая в последних уравнениях
� � �, выполняются итерации. Этот метод показал хорошую
сходимость при малых размерах зоны течения (когда � ! 0,9),
но при �  0,7 устойчивость теряется. Более устойчивым явля-

1 2

0,6

0,8

1

fc
1
2
3

4
5

λ ρ− 0

Рис. 2.8. Влияние параметров течения на фрикцию свободного валка: 1— � �
� 0,1; # � 0,5; 2— � � 0,3; # � 0,5; 3— � � 1; # � 0,5; 4— � � 0,1; # � 2;

5— � � 0,3; # � 2
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ется способ минимизации мощности путем варьирования пара-
метра � в уравнении �� ���� ��� � 0. Это условие реализуется
путем постепенного уменьшения � , начиная с единицы. В точке
� функция � минимальна. Используется уравнение (2.76).

Некоторые численные результаты, полученные по указанной
методике, представлены на рис. 2.8. С увеличением зоны тече-
ния � снижается, следовательно, увеличение загрузки тормозит
вращение валка. Проницаемость матрицы не оказывает суще-
ственного влияния на �. С увеличением � фрикция снижается.
Следует отметить важность исследования фрикции свободного
валка, поскольку при этом гранулятор работает в оптимальном
режиме с минимальной потребляемой мощностью.

2.4.5. Интегральные параметры гранулятора с неодно-
родной по длине валка фрикцией. Используем методику,
подробно изложенную в разделе 2.3.4. В неньютоновском случае
анализ существенно усложняется, поскольку снимается усло-
вие постоянства размера зоны течения по длине валка, которое
следует из автомодельности размера зоны течения по фрикции.
Используем расчетную схему рис. 2.3. Со стороны перерабаты-
ваемого материала на выделенный участок валка �( действует
касательное напряжение, которое создает элементарный крутя-
щий момент

�* � �
��

1

�

0

��� � � 
����(�

Проинтегрировав по длине валка, получим результирующий
момент
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2
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1

��

1

�
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����(�

Трение в подшипниках не учитываем, поэтому момент равен
нулю: ��

2

�

1

��

1

�

0

��� � � 
����( � 0� (2.79)

Уравнение (2.79) содержит радиус качения как параметр.
Используя (2.77), можем записать
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Переменные этого уравнения находятся из (2.64), (2.67) в
которых следует учитывать � � (��(. Решение задачи усложня-
ется тем, что пределы интегрирования (

1

и (

2

в общем случае
не заданы. Кроме того координаты зоны течения также являются
функциями (.

Для расчета потребляемой мощности воспользуемся форму-
лой (2.18), которая с учетом интегрирования по длине валка
примет вид
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Согласно (2.79) первое слагаемое равно нулю, поэтому имеем
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Сопоставляя это выражение с (2.80), получим более простую
формулу
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Здесь внутренний интеграл является функцией параметра � ,
который в свою очередь зависит от (.

Производительность определяется путем интегрирования
(2.34) по длине валка:

� � �
��

2

�

1

��

1

�

0

�
�
���( ,

или

� � ��2��

0

��

0

�2��

0

���1
0

� �� �

2

�

1

�"

"�

�	




0

�
�
���(� (2.82)

Аналогично для распорного усилия имеем
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Внутренний интеграл в (2.81)–(2.83) зависит от (, поэто-
му его следует рассматривать совместно с уравнениями (2.64),
(2.67). Предварительно из (2.80) находится (�.

2.4.6. Влияние боковых стенок (трехмерное течение).
Рассматриваемая в этой главе задача, связана с течением пе-
рерабатываемого материала в роторном грануляторе, состоящем
из двух однонаправлено вращающихся цилиндров, из которых
внутренний сплошной установлен эксцентрически относитель-
но наружного— перфорированного (внутренний контакт цилин-
дров) [17]. Один из цилиндров может иметь кольцевые проточки,
а другой— кольцевые выступы. Кроме того, данное исследование
может быть полезно при анализе течения в зазоре двушнекового
экструдера (внешний контакт непроницаемых цилиндров) [21].
Гидродинамический контакт бесконечного цилиндра с полупро-
ницаемой плоскостью рассмотрен в [65].

Схема течения представлена на рис. 2.9. Заполненный вязкой
жидкостью прямоугольный открытый канал с полупроницаемой
нижней поверхностью шириной , движется поступательно со
скоростью �. В канал погружен валок радиуса �. Окружная
скорость цилиндрической поверхности �.

x1 xw

P R

u�

y y

δ1
2

zS
3

0

H0

3

h x( )

0x0

Рис. 2.9. Схема течения: 1—валок; 2—прямоугольный лоток; 3—полупрони-
цаемая стенка

Боковые зазоры между торцами валка и стенками канала Æ
идентичны. Минимальный зазор �

0

постоянен в направлении ..
Ось � лежит на полупроницаемой поверхности. Ось  прохо-
дит через ось валка. Поток жидкости в торцевых зазорах не
учитываем. Траектории частиц жидкости лежат в плоскостях
перпендикулярных оси ., поэтому течение в этом направлении
отсутствует: 	� � 0. При нулевых торцевых зазорах Æ � 0 и раз-
личающихся скоростях � 	� � на линиях . � 0,  � 
 и . � ,,
 � 
 имеет место разрыв осевой скорости (бесконечный гради-
ент скорости сдвига) и при определении потребляемой мощности



54 Гл. 2. Механика роторного гранулирования

получаются расходящиеся ряды Фурье [66]. Поэтому в торцевых
зазорах, конечной величины (Æ ! 0) предполагаем линейное рас-
пределение осевой скорости. При � � � можно положить Æ � 0.

На выходе зоны течения �

1

для давления принимаем ка-
витационное условие ����� � 0 [14]. В точках �

0

, �

1

и под
полупроницаемой поверхностью давление атмосферное, которое
полагаем равным нулю. Для условий ,,
 � ��

1

� �

0

� в зазоре
доминируют сдвиговые напряжения и давление однородно в по-
перечном сечении канала ���� � ����. � 0, но изменяется
в продольном направлении � ��� [67, 68]. Проницаемость нижней
стенки описывается эмпирической зависимостью 	� � ��� при
 � 0. Среда несжимаема. Течение установившееся. Массовыми
силами и силами инерции пренебрегаем.

С учетом принятых допущений задача описывается системой
уравнений
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� � �

0

, � � 0; � � �1, � � ����� � 0� (2.89)

Условия (2.87) получены для случая 
��� � ��� � 1, по-
скольку 	� � � 
��� � ����; 	� � � �
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Проинтегрируем (2.85) в области, ограниченной сечениями �
и �

1

, поверхностями  � 0 и  � 
��� и стенками . � 0 и . � ,.
Используя для 	� условия (2.85), (2.87), можем записать
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получим интегральную форму уравнения неразрывности:
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В произвольном поперечном сечении уравнения (2.84),
(2.86)–(2.88) описывают задачу Дирихле для уравнения
Пуассона. Решение этой задачи, выполненное методом Фурье
[7], дает профиль осевой скорости в произвольном сечении
канала:
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При � � �

0

, . � ,�2, 	�  0 на входе зоны течения имеет
место циркуляция жидкости.

Введем безразмерные переменные и параметры:
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В уравнении (2.92) использовалось приближение 
 �
� �0(1+�2�.

Скорость истечения через полупроницаемую нижнюю поверх-
ность однородна по ширине канала, поскольку ����. � 0. Поток
жидкости через эту поверхность определяется интегралом
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Подъемная сила, действующая со стороны жидкости на ва-
лок:
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� �� � 2,�����1
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Из сопоставления выражений для � и & следует соотноше-
ние, раскрывающее физический смысл проницаемости � � ��& .

Потребляемую мощность можно определить по касательным
напряжениям, действующим со стороны жидкости на стенки
канала:
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Трение в зазорах между боковыми стенками канала и торца-
ми валка игнорируем.

Ниже подробно анализируется случай равенства скоростей
поверхностей � � � при нулевых боковых зазорах � � 0. Рас-
сматривая интегралы %1, %2 в выражениях � и � как функции
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нижнего предела интегрирования, получим для давления и ука-
занных интегралов систему дифференциальных уравнений

��

��
� ��2 � �2 � �%1�)

�1, � 1
��

� �� , � 2
��

� ��� (2.93)

� � �, � � %1 � %2 � 0; � � �0, � � 0�

Анализ (2.92) выполнен методом Рунге–Кутта. Расчеты на-
чинались от априорно задаваемой точки � � � и заканчивались
в точке �  �0, где функция давления принимала отрицательное
значение. Шаг по �—0,02. Значения �0, %1, %2 определялись ин-
терполяцией давления в окрестности точки инверсии. Значение
0 � 0 соответствует бесконечной ширине валка (, ��) и име-
ет место соотношение ���

��0
) � �1 	 �2�3�12, что соответствует

уравнению (2.25).
На рис. 2.10 представлены расчетные профили давления при

различных значениях 0,� и идентичной длине зоны течения
�� �0 � 3. В случае валка бесконечной ширины 0 � 0 градиент
давления и само давление в начале зоны течения незначительны.
С увеличением 0 (сближение боковых стенок) градиент давления
в начале зоны течения возрастает и повышается максимальное
давление. Так при 0 � 1, � � 0 оно достигает � � 11 (на рисунке
не показано). Увеличение проницаемости нижней поверхности
снижает давление. Трение жидкости о боковые стенки усиливает
характерный для валковых течений напорный эффект, что про-
является в увеличении градиента давления в области минималь-
ного зазора и протяженности участка течения за минимальным
зазором. Трение о боковые стенки увеличивает поток жидкости

0−1−2

1

2

a

б

0

2

P

Рис. 2.10. Эпюры давления в канале: а— � � 0; б— � � 0,2; 1— * � 0;
2— * � 0,4
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через полупроницаемую поверхность, поскольку он пропорцио-
нален площади эпюры давления. Кроме того, поток жидкости
через нижнюю поверхность увеличивается с протяженностью
зоны течения. Так при � � 0,1; 0 � 0,2 увеличение � � �0 от
3,06 до 7,17 повышает %1 от 2,76 до 11,32. Соответственно,
потребляемая мощность, характеризуемая %2, возрастает от 3,38
до 24,2.

Рисунок 2.11 иллюстрирует влияние параметров 0,�,� � �0
на интегральную характеристику %1, которая определяет рас-
ход гранулята и распорное усилие. Трение жидкости о боковые

2 3 7651

1

10

a

б

в

2

1

3

12
3

λ ρ− 0

I1

100

Рис. 2.11. Зависимость  1 от протяженности зоны течения: а— * � 0; б—0,2;
в—1; 1— � � 0; 2—0,1; 3—1,0

стенки качественно изменяет характер зависимости. Для вал-
ка бесконечной ширины характерно существование предельного
распорного усилия, производительности и потребляемой мощ-
ности, поскольку интенсивное течение локализовано в окрест-
ности минимального зазора (см. рис. 2.10). При 0 ! 0 для %1
характерна монотонно-возрастающая зависимость от �� �0, по-
этому, практически любое количество жидкости, подаваемое на
вход канала, будет продавлено через проницаемую поверхность.
Следовательно, распорное усилие пропорционально количеству
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жидкости, подаваемой в рабочий зазор. Проницаемость нижней
стенки не изменяет характер зависимости %1 от длины зоны
течения.

Эффективность работы гранулятора можно определить от-
ношением производительности к затрачиваемой мощности, или
в безразмерном представлении %1�%2. Этот показатель при из-
менении �–�0 от 1 до 7 уменьшается от 3 до � 0,9 (0 � 0)
и до � 0,4 (0 � 1) для 0  � � 1, что иллюстрируется рис. 2.12.
Следовательно, трение жидкости о боковые стенки снижает эф-
фективность работы гранулятора.
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Рис. 2.12. Зависимость эффективности от размера зоны течения: 1— * � 0;
� � 0; 2—0; 0,1; 3—0; 1; 4—0,5; 0; 5—0,2; 1; 6—1; 1

Таким образом, гидродинамическое влияние боковых сте-
нок канала проявляется в подавлении противотока жидкости на
входе, повышении начального градиента давления, увеличении
распорного усилия и расхода жидкости через полупроницаемую
поверхность. Усиливается проявление напорного эффекта в конце
зоны течения.

По результатам анализа течения жидкости в роторном гра-
нуляторе можно сделать следующие выводы. Анализ задачи те-
чения неньютоновской жидкости в зазоре между вращающим-
ся валком и полупроницаемой поверхностью показал высокую
эффективность применения квазиодномерного приближения для
давления.

Предложена расчетная схема, позволяющая свести ряд наи-
более распространенных типов грануляторов к единой методике
расчета. Привязка решения к входному сечению гидродинамиче-
ского контакта позволила при выполнении численных расчетов
избежать традиционно применяемого метода стрельбы.
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Выведена расчетная формула для определения потребляемой
мощности в условиях проницаемости одной из поверхностей
и различающихся значений скорости их движения.

В ньютоновском случае протяженность зоны гидродинамиче-
ского контакта не зависит от соотношения скоростей движения
рабочих поверхностей.

Определены условия возникновения циркуляции жидкости на
входе рабочего зазора. Для ньютоновских жидкостей характер-
на пропорциональная зависимость между производительностью
и распорным усилием.

С увеличением загрузки скорость вращения свободного валка
снижается. Грануляторы со свободным валком работают в опти-
мальном режиме и потребляют минимальную мощность. Впер-
вые решена задача о скорости вращения свободного валка, со-
вершающего круговое движение над полупроницаемой поверх-
ностью, покрытой неньютоновской жидкостью. Проницаемость
поверхности не оказывает существенного влияния на скорость
вращения свободного валка. Оптимальное соотношение окруж-
ных скоростей находится в интервале 0,5–1,2.

Впервые предложен способ анализа неньютоновского течения
в зазоре в условиях существенно различающихся скоростей ра-
бочих поверхностей, сущность которого состоит в предположе-
нии одномерного характера изменения вязкости.

Проанализировано влияние размера зоны течения на произ-
водительность. Наиболее резкий рост производительности имеет
место при увеличении безразмерной зоны течения от 1 до 6. Для
размера зоны течения больше 7 наступает стабилизация всех ин-
тегральных характеристик: производительности, распорного уси-
лия и потребляемой мощности. Введенное понятие предельной
загрузки значительно упрощает методику расчета технологиче-
ских параметров роторных машин.

При прочих равных условиях псевдопластичные жидкости
обеспечивают более высокую производительность по грануляту,
чем дилатантные и ньютоновские.
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МАТЕМАТИЧЕСКИЕ МОДЕЛИ

ВАЛКОВОГО ТЕЧЕНИЯ ТЯЖЕЛЫХ ВЯЗКИХ

И НЕЛИНЕЙНО-ВЯЗКИХ ЖИДКОСТЕЙ

Сущее не делится на разум
без остатка.

Гёте

Линейному закону Ньютона хорошо повинуются однофаз-
ные низкомолекулярные, т. е. простые жидкости. Однако более
сложные по структуре жидкости, например растворы и расплавы
полимеров, дисперсные текучие системы (суспензии, эмульсии,
пасты и др.), в большинстве случаев имеют кривую течения,
отличную от ньютоновской. Это отличие для реостабильных те-
кучих систем (реологические характеристики которых не зависят
от времени) может выражаться в том, что кривая течения кри-
волинейна, но проходит через начало отсчета; такие жидкости
называются чисто вязкими, нелинейно-вязкими и аномально вяз-
кими, часто неньютоновскими.

Построены модели течения вязкой и аномально вязкой жид-
костей в валковом зазоре с учетом сил тяжести. Изучены основ-
ные закономерности течения. Указаны границы применимости
полученных моделей. Проанализировано влияние сил инерции
и тяжести на нестационарные режимы течения вязкой жидкости.
Проанализирован случай течения с отрицательной фрикцией.

3.1. Валковое течение тяжелой
ньютоновской жидкости

3.1.1. Постановка задачи. Рассматривается процесс тече-
ния ньютоновской среды в зазоре вращающихся валков, причем
физические свойства жидкости не зависят от температуры и дав-
ления. Также считаем силы вязкого трения соизмеримыми с си-
лами тяжести жидкости. Гравитационное разделение в суспензии
отсутствует ввиду малого времени ее пребывания и наличия цир-
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куляции на входе (см. рис. 3.1). Поэтому реологические свойства
однородны в зоне течения.

x0

x

y

R R

V V
�

0

x1

Рис. 3.1. Схема циркуляции жидкости в валковом зазоре

Полагаем, что валки имеют достаточную длину, пренебрегая
тем самым течением материала вдоль валков (задача плоская).
Скорость вращения валков мала и силы инерции не учитываем.
Диссипативный саморазогрев, ввиду малой вязкости жидкости,
незначителен. Величина минимального межвалкового зазора ма-
ла по сравнению с радиусом кривизны валков. Подробное обос-
нование правомерности применения квазиплоского приближения
для рассматриваемой задачи представлено в разделе 3.3.1. Сре-
да описывается ньютоновской реологической моделью (� � �1).
Направление течения сверху вниз.

3.1.2. Основные уравнения. Схема течения и система ко-
ординат представлены на рис. 3.2. Начало декартовой системы
координат помещено в середине сечения минимального зазора.
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Рис. 3.2. Схема течения ньютоновской среды в вертикальном зазоре между
валками: 1— валки, 2—жидкость
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Ось  направлена горизонтально, ось �—вертикально вниз. Уро-
вень жидкости � � �0 постоянен. Объемный расход жидкости �.
Окружная скорость валков " , а их радиус �. Минимальный
зазор между валками 2�0, а текущий 2
.

Дифференциальные уравнения Навье–Стокса для описания
стационарного движения вязкой несжимаемой жидкости имеют
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(3.1)
Полное описание движения получают путем анализа уравнений

Навье–Стокса совместно с уравнением неразрывности потока:
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В направлении оси . течение отсутствует (квазиплоская за-
дача), поэтому всеми функциями от . и производными по .
в уравнениях (3.1) и (3.2) пренебрегаем.

Особенность задачи состоит в существенной (вертикальной)
вытянутости зоны течения (ориентировочные значения геомет-
рических характеристик: �0 � 10�3 м, 3 � 0,3 м). Это позволяет
существенно упростить определяющие уравнения.

Выполним методом малого параметра оценку членов уравне-
ний движения. Характерными размерами зоны течения (масшта-
бами) являются: в направлении оси �—продольный размер 3,
в направлении —минимальный зазор �0. Введем параметры
и безразмерные переменные
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Для поперечной скорости в конвективных слагаемых урав-
нений используем ее представление через осевую скорость из
уравнения неразрывности. После деления всех членов уравнений
на �"��2

0 получим безразмерную форму уравнений движения:������
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Силы инерции значительно меньше сил вязкого трения.
Ведем рассмотрение задачи в рамках стоксова приближения
(Re � 1, Re � 4�" �0��). Оценка сил инерции представле-
на в разделе 3.1.1. Кроме того, в рассматриваемом случае
(�0 � 10�3 м, 3 � 0,3 м) имеет место неравенство 4� 1. Слагае-
мыми, содержащими множитель 42, пренебрегаем:���
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Согласно уравнению неразрывности (3.2), можем записать
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Обозначим комплекс в первом уравнении движения � �
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06���" 3� как безразмерное давление. При этом уравнения
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Из полученных уравнений видно, что давление в поперечном
направлении (по ) является величиной порядка 42 и им можно
пренебречь. Для описания течения, с учетом принятых допуще-
ний, можно использовать первое уравнение движения, учиты-
вающее силы тяжести, давления и вязкого трения. Поскольку
давление изменяется только по длине канала, а поле скоростей
двумерно, это приближение можно назвать квазиплоским.

Изменим форму уравнения неразрывности (3.2). Выделим
в зоне течения криволинейную трапецию, ограниченную сече-
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ниями � и �

1

. Определим поток вектора скорости через замкну-
тый контур, проинтегрировав уравнение (3.2) по высоте зазора:
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Здесь учитывались граничные условия для поперечной скорости
(см. рис. 3.3). Далее, учитывая соотношения
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получим интегральное уравнение неразрывности
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где �—постоянная (обемный расход жидкости на один метр
длины валка). Согласно полученному выражению объемный рас-
ход жидкости для валка единичной ширины � постоянен по
длине зоны течения.

V R= ωvy

�Валок

Жидкость

vx

h x( )

Рис. 3.3. Граничное условие на поверхности валка

С учетом принятых допущений течение описывается си-
стемой дифференциальных уравнений движения, неразрывности

3 В.М. Шаповалов
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и реологического состояния:
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где 1 � �	���.
В выходном сечении � � �1 осевая скорость однородна по се-

чению: 	� � " . Согласно первому уравнению в (3.3) постоянная
составляющая давления не оказывает влияние на течение. На
входе � � �0 и на выходе � � �1 давление равно атмосферному
и без снижения общности полагаем 6 � 0.

Уравнения (3.3) дополним следующими граничными усло-
виями:

входное сечение
� � �0, 6 � 0, (3.4)

условие прилипания

 � 
, 	� � " , (3.5)

выходное сечение

� � �1, 6 � 0, 	� � " , ���� � 
� � 0, (3.6)

условие симметричности

�0  �  �1,  � 0, 1 � 0, ��� � 0� (3.7)

Кинематическое условие для поверхности валка (3.5) запи-
сано в предположении следующих соотношений для компонент
скорости (рис. 3.3): 	� � " �
� � " , 	� � " 
��� � " ���.
Учитывались асимптотические свойства: sin � � ���, �
� � 1
при ��� � 0. Согласно (3.6) течение заканчивается в сечении,
в котором касательное напряжение на стенке будет равно нулю.

Следует отметить, что данная задача без учета сил тяжести
изучена достаточно подробно. Однако присутствие дополнитель-
ного слагаемого, учитывающего силы тяжести, в уравнении дви-
жения (первое уравнение в (3.3)) существенно изменяет свойство
решения. Что подтверждает последующий анализ.

Интегрируя уравнение движения из (3.3) с учетом условия
(3.7), имеем

��� �
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Согласно полученному выражению, условие окончания тече-
ния (3.6) эквивалентно условию для давления �6��� � �2 � 0.
В безгравитационном случае (2 � 0) условие для давления пере-
ходит в известное условие Рейнольдса (или кавитационное усло-
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вие) (�6��� � 0). Величина 6��2 � � характеризует пьезомет-
рический напор.

Рассматривая совместно (3.8) и уравнение состояния из (3.3),
можем записать
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Интегрируем (3.9), с учетом условия прилипания (3.5):
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Выполнив интегрирование в (3.3) с учетом (3.10), имеем
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Поскольку � � ��
�, из (3.11) запишем уравнение для дав-
ления:
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3.1.3. Анализ решения. Найдем функцию тока для тече-
ния вязкой жидкости. Функция тока определяется соотношения-
ми
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Выражение для осевой скорости (3.10) с учетом выражения для
давления (3.12) примет вид

	� � " � 3

2�

3

�2" 
��� �

2

� 


2

2
�

Используя граничное условие

 � 0, � � 0,

найдем функцию тока

� �

��

0

	�� � "  � 3
4
�2� ����

�3 �


2

 � 
3

3

�
�

Функция тока, для тонкого слоя жидкости, непосредственно
смачивающего поверхность валка, отвечает следующему усло-
вию  � 
:

� � � 
� �
�

2

�

3*
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При выполнении численных расчетов удобно перейти к без-
размерным переменным

� �
�

��0
, � �




�
� (3.13)

В этом случае выражение для функции тока примет вид

� � � � 3
4

�
2� �

� �

��
� � � 3

3

�
�

Учитывая соотношения (3.14), (3.15), выражение для функции
тока примет вид

� � �
�
1	 -2

�
� 3

2

�
-2 � �2

��
� � � 3

3

�
�

Имеем квадратичное относительно координаты - уравнение.
Его можно разрешить относительно продольной координаты

- � �
!""#2

�
�
Æ
� � 1

�
� �2

�
� 2 � 3

�
�
� 2 � 1

� �

Функция тока изменяется в пределах 0  �  1 	 �3. При-
чем, нижний предел соответствует оси �, а верхний— поверхно-
сти валка. Поперечная безразмерная координата � изменяется
в пределах 0  �  1 (нижний предел соответствует оси �,
а верхний— поверхности валка). Расчеты с помощью формулы
для - выполняются в следующей последовательности. Задается
значение функции � из интервала 0  �  1	 �2 (в процессе по-
строения (рис. 3.5) конкретной линии тока заданное значение не
изменяется). Далее, задавая значения координате � из интерва-
ла 0  �  1, вычисляют с помощью формулы соответствующие
значения -. Если расчетное значение - со стороны входа в зону
течения превышает по абсолютной величине значение -0, то это
говорит о том, что расчетная точка линии тока находится за пре-
делами зоны течения, и ее можно не учитывать. Представленная
форма расчетного выражения и указанная последовательность
расчета позволяет построить линии тока (рис. 3.4) даже при
наличии циркуляции на входе.

Расчеты рис. 3.4 выполнены для условий: � � 1100 кг/м3,
7 � 1, �0 � 2,5 � 10�4 м, � � 0,6 м, � � 0,002Па�с, � � 10мин�1,
" � 0,628м/с, � � 0,8, при этом St � 0,537, -0 � �1,81337,
3 � 0,0314м. Тогда 1 	 �2 � 1,64 и функция тока изменяет-
ся в пределах 0  �  1,64. Условие циркуляции (см. ниже)
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Рис. 3.4. Функции тока при отсутствии циркуляции

-20 � 3,288  3�2 	 2 � 3,921 не выполняется. Прямые � � �1
отвечают поверхностям валков.

Расчеты рис. 3.5 выполнены для условий: � � 1100 кг/м3,
7 � 1, �0 � 2,5 � 10�4 м, � � 0,6 м, � � 0,002Па � с, � �
� 10мин�1, " � 0,628м/с, � � 0,9, при этом St � 0,537,
-0 � �2,66697, 3 � 0,0462м. Тогда 1 	 �2 � 1,81 и функция
тока изменяется в пределах 0  �  1,81. Условие циркуляции
(-20 � 7,113 ! 3�2 	 2 � 4,430) выполняется. В центре рисунка
четко видна точка остановки течения (точка, в которой скорость
жидкости равна нулю). Координаты точки остановки течения:
� � 0, -� � �3�2 	 2�1�2 � 2,105. Линии тока, лежащие выше
этой точки, иллюстрируют циркуляцию жидкости на входе.

В любом поперечном сечении потока профиль осевой скоро-
сти параболический. Во входной зоне течения имеет место гра-
диент противодавления (�6��� ! 0) и профиль осевой скорости
вогнут. В области прямотока профиль выпуклый. При опреде-
ленных условиях организации течения возможно возникновение
циркуляции жидкости во входной области. Циркуляция на входе
интенсифицирует перемешивание жидкости (см. рис. 3.1, 3.5).
Наличие циркуляции можно обнаружить по отрицательной ско-
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Рис. 3.5. Функции тока при циркуляции жидкости на входе

рости на оси потока. Предельное условие отсутствия циркуляции
в зоне течения имеет вид:

 � 0, � � �0, 	� � 0�

При этом, используя выражение для скорости, получим равен-
ство

" � 3
4� ��0�

�2" 
 ��0���� � 0�

При выполнении этого равенства точка с нулевой скоростью
находится в сечении начала течения. Для возникновения цирку-
ляции во входной зоне течения точка нулевой скорости должна
находиться внутри зоны течения (зоны противотока). При этом
должно выполняться неравенство

�  
2
3
" 
 ��0� �

Или в безразмерной форме

-20 ! 3�2 	 2�
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При этом сама величина -2� � 3�2 	 2 характеризует безразмер-
ную координату точки остановки течения -2� .

Для анализа полученного решения, введем безразмерные па-
раметры и переменные:

�-, -0,�
 � ��,�0,�1��
2��0

, St � �.�2
0

��
, 0 �

�

��0
, La � +�2

0

��
�
2��0

�

(3.14)
Критерий Стокса St является комбинацией критериев Рей-

нольдса и Фруда и характеризует соотношение сил тяжести
и вязкости:

Re �
��0�

�
, Fr � � 2

.�0
, Re

Fr
�

�.�2
0

��
� St �

Для решения уравнения (3.12) необходимо знать уравнение
поверхности валка 
���. Изменение высоты зазора по длине зоны
течения описывается зависимостью, содержащей иррациональ-
ность (радикал):


 � �	�0 ��
$

1� �2

�2 �

Иррациональность в уравнении границы создает существен-
ные трудности при решении задачи. С учетом условия � � �,
разложим последнее слагаемое правой части в ряд Маклорена
в окрестности точки � � 0:


 � �	�0 ��
�
1� �2

2�2 � �4

2�4 � �6

2�6 	 ���

�
�

Ограничиваясь первыми двумя членами разложения, можем за-
писать


 � �0

�
1	 �2

2��0

�
�

Переходя к переменной Гаскелла (3.14), получим


 � �0

�
1	 -2

�
� (3.15)

Отметим высокую точность данного приближения: в преде-
лах интересующей нас области (�10мм перпендикулярно оси )
отклонение от окружности не более 0,4%, что вполне приемлемо
для инженерных расчетов.
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Выражение (3.12) с учетом (3.14), (3.15) примет вид:
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�'

� St	
6
�
1� '2

�
� 3*

2
�
1� '2

�3 � (3.16)

Разделим в уравнении (3.16) переменные и проинтегрируем:
�
� La �

�
St�- 	 3

�
�'�

1� '2
�2 � 3*

2

�
�'�

1� '2
�3 	 �,

где � —постоянная.
Два интеграла в правой части равны:
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Распределение безразмерного давления описывается выраже-
нием

La � St - 	 3

%
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2
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1� '2
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Выражение содержит два неизвестных параметра � и 0. Кро-
ме того, неизвестна координата входного сечения -0. Координата
выходного сечения �, определяющая толщину наносимого слоя
материала, тоже неизвестна.

Используем условия для давления (3.4) и (3.6). Причем по-
следнее условие, с учетом выражения (3.8), имеет вид:

�+

��
� �2 � 0�

В безразмерной форме условия имеют вид:

- � �, La � 0, � La
�'

� St � 0, (3.18)

- � -0, La � 0� (3.19)
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Используем первое граничное условие в (3.18) для выраже-
ния (3.17):
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,	�� (3.20)

Второе условие в (3.18) и уравнение (3.16) приводит к равен-
ству

0 � 2
�
1	 �2

�
� (3.21)

Используем условие (3.19) для выражения (3.17):
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Для четырех неизвестных (0,�,�, -0) имеем три уравнения
(3.20), (3.21), (3.22). Следовательно, один из параметров необ-
ходимо задавать априорно. Преобразуем уравнения. Вычтем из
выражения (3.20) выражение (3.22), тем самым исключим посто-
янную � и получим уравнение, связывающее входную координа-
ту начала течения (-0� с выходной (��:
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Незамкнутость системы (необходимость априорного задания
одного из параметров течения) является следствием недоопре-
деленности исходной задачи. Под недоопределенностью понима-
ется превышение числа неизвестных функций (	�, 	�,6) числа
уравнений (два— движения и неразрывности). Это известный
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недостаток упрощенного (квазиплоского) подхода к анализу вал-
кового течения.

Последовательность расчета. Задаем величину координаты
выхода �. Далее, с помощью уравнения (3.21) находим 0. Под-
ставив значения � и 0 в уравнение (3.23), находим координату
точки входа -0. И, наконец, подставив � и 0 в уравнение (3.20),
находим постоянную �. Напомним, что для построения эпюры
давления используется уравнение (3.17).

Оценка влияния гравитационных сил на процесс валко-
вого течения ньютоновских жидкостей приведена на рис. 3.6
и 3.7. Для 50% раствора глицерина при 20 ÆC � � 1100 кг/м3,
� � 0,002Па�с, � � 45мин�1 и, соответственно, St � 0,119. При-
нимаем � � 0,27.

La
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λ ξ

ξ0

00,6− −0,4 −0,2 0,2

Рис. 3.6. Эпюры безразмерного давления при течении ньютоновской жидкости
(50% раствор глицерина) в валковом зазоре: с учетом сил тяжести (сплошная

линия— St � 0,119) и без учета (пунктирная линия— St � 0)

λ
0 0,1 0,2 0,3 0,4
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Рис. 3.7. Влияние гравитационных сил на валковое течение ньютоновской
среды (50% раствор глицерина): с учетом сил собственного веса (сплошная

линия— St � 0,119) и без учета (пунктирная линия— St � 0)
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Из сравнения графических зависимостей рис. 3.6 и 3.7 видно,
что силы тяжести существенно влияют на распределение давле-
ния и протяженность зоны течения. Расхождение увеличивается
с ростом толщины наносимого на валки материала (увеличе-
ние �).

О режимах течения вязкой жидкости. Уравнение (3.16)
с учетом выражения для расхода (3.21) примет вид

� La
�'

� St	
3
�
'2 � �2

�
�
1� '2

�3 � (3.24)

Запишем также выражение для второй производной от дав-
ления:

�2 La

�'2
�

6'
�
1� '2

�2 �
1� 2'2 � 3�2

�
�
1� '2

�6 � (3.25)

По характеру распределения давления можно выделить два
режима течения жидкости (рис. 3.8 иллюстрирует положение
критических точек и диапазоны режимов на оси St).

0 St* St

21

Рис. 3.8. Шкала St с указанием характерных областей течения: 1—первый
режим; 2—второй режим

1. Первый режим— режим слабого влияния сил тяжести.
Число Стокса находится в пределах 0  St  St�. Граничное зна-
чение числа Стокса находится из условия - � 0, � La��-�St�St� �
� 0. Согласно (3.24) имеем St�=3�3� В этом режиме на участке
�-�  � имеет место напорное течение (� La ��-  0), функция
давления имеет два симметрично расположенных относительно
сечения - � 0 экстремума. Причем, в окрестности �—минимум,
а в окрестности ��—максимум. В окрестности � имеет место
разряжение (La  0) (рис. 3.6).

Согласно (3.25) точка перегиба имеет координату - � 0.
Кроме того, уравнение (3.25) предполагает существование второй

точки перегиба кривой давления в сечении - � �
-
0,5
�
1	 3�2

�
.

Координаты экстремумов -� можно найти, положив в уравнении
(3.24) - � -�, � La ��- � 0. При этом получим кубическое
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уравнение для -2�:
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�
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�
1� '2�

�3 � 0�

Его решение имеет вид
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В частном (безгравитационном) случае имеет место предел
���
St�0

�-�� � �.
2. Второй режим характеризуется существенным влиянием

сил тяжести. Число Стокса находится на интервале St�  St  
��, где St� � 3�3. Эпюра давления—монотонно возрастающая
функция (� La ��- ! 0). При этом может выполняться только
одно граничное условие для давления— либо в начале зоны
течения, либо — в конце. Например, если на выходе давление
атмосферное (La�- � �� � 0), то для реализации второго режи-
ма на входе необходимо создать вакуумметрическое давление
(La�- � -0�  0). И наоборот, если на входе давление атмосфер-
ное (La�- � -0� � 0), то на выходе необходимо создать избыточ-
ное давление или противодавление (La�- � �� ! 0). Последний
случай имеет место в валковом экструдере, в котором противо-
давление создает формующее устройство.

Свойства обнаруженных режимов сведены в табл. 3.1.

Т а б л иц а 3.1
Режимы течения вязкой жидкости

Режим
Границы

Свойства
Нижняя Верхняя

Легкий St � 0
St � St�,
St� � 3�2

На интервале '0 � ' � �� функция дав-
ления монотонно возрастает; на интервале
�� � ' � � функция имеет два экс-
тремума, расположенных симметрично от-
носительно сечения минимального зазора
(' � 0). Минимум в окрестности ' � �
предполагает разряжение (La � 0). В ми-
нимальном зазоре ' � 0, � La ��' � 0.

Тяжелый St � St� �
Монотонно возрастающая функция. В ми-
нимальном зазоре ' � 0, � La ��' � 0. Для
реализации режима необходимо вакууми-
рование на входе (La�' � '0� � 0).
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Наконец, при значительном влиянии сил тяжести градиент
давления на всем участке течения положителен (рис. 4.12) и гра-
ничное условие (3.3) для сечения входа - � -

0

, La � 0 не выпол-
няется. Во всей области течения давление вакуумметрическое.
Практически реализовать этот режим можно либо создавая по-
ниженное давление над поверхностью жидкости на входе (при
- � -

0

�, либо создавая избыточное давление на выходе— в сече-
нии - � �. Проявляется насосный эффект валков, обусловленный
силами вязкого трения среды. Он положен в основу работы,
например, валкового экструдера, а также имеет место в процессе
нанесения покрытия на твердую металлическую ленту.

3.2. Валковое течение среды Оствальда де Виля

3.2.1. Постановка задачи. В декартовых координатах
плоское стационарное движение несжимаемой неньютоновской
жидкости описывается следующей системой:

уравнение неразрывности

� 	�
� �

	
� 	�

� 

�

0;

(3.26)

уравнения движения (переноса количества движения)

	�
� 	�
� �

	 	�
� 	�

� 

� 2� 	

1

�
��� +

� �
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� �
	

� ��
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� ,

	�
� 	�
� �

	 	�
� 	�

� 

� 2� 	

1

�
��� +

� 

	

� ��

� �
	

� ��

� 

� � (3.27)

Для модели Оствальда де Виля компоненты напряжений
определяются следующим образом:

��� � �+
��

1

�8�� � $ �8��,

где �, 7—реологические константы, �8�� —компоненты тензора
скоростей деформаций.

Составляющие девиатора тензора напряжений вычисляются
по формулам

��� � 2$
� 	�

� �

,

��� � $
�� 	�

� 

	 � 	�

� �
� , ��� � 2$

� 	�

� 


,

$ � �+
��

1

, + �
�
2
�
� 	�
� �
�2 	 2�� 	�

� 

�2 	 �� 	�

� 

	

� 	�

� �
�2	1�2 ,

где +—интенсивность скоростей деформаций.
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Подставим компоненты напряжений в уравнения движения
(с учетом 2� � 0, 2� � 2)

�	�
� 	�
� �

	 �	�
� 	�
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�

� �2	
�+

� �
	 �+��

1

�2 �

� �
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�� ,
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� �

� �

�� 	�
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� �
�	 2

�
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�� 	�

� 

�� �

Выполним методом малого параметра оценку членов уравне-
ний движения. Характерными размерами зоны течения (масшта-
бами) являются: в направлении оси �—продольный размер 3,
в направлении —минимальный зазор �

0

. В рассматриваемом
случае (�

0

� 10
�

3

м, 3 � 0,3 м) имеет место неравенство 4� 1.
Введем параметры и безразмерные переменные

4 � �

0

�3, "� � 	��" , "� � 	��" , 5 � ��3, � � ��

0

�

При этом уравнения движения примут вид

�"

2

���
,

� ��
� -

	
��

�

0

� ��
� �

� � �2	

1

,

�+

�-
	

	�+��

1

" � 2,2 �� -
�� ��
�-

�	

1

�

0

�

� �
� 1
�

0

� ��
� �

	

1

,

� ��
� -

�� ,
�"

2

���
,

� ��
�-

	
��

�

0

� ��
� �

� � � 1
�

0

� +

� �
	

	�+��

1

"
�1
,

�

� -
� 1
�

0

� ��
� �

	

1

,

� ��
� -

�	

2

�

2

0

�

� �
�� ��

� �
�	 �

Соответственно выражение для интенсивности скоростей де-
формаций

+ �
�

�0 �242 �����-
�

2

	 2����
��
�

2

	 ����
��

	
���

�-
�

2

	

1

�2
�

Пренебрегая в полученном выражении величинами порядка 4

и учитывая уравнение неразрывности ���

��
� �4���

�-
, можем за-

писать
+ �

�

�0 �
��
������

�

��

� �
Подставим выражение для + в уравнения движения.

Разделим все слагаемые уравнений движения на величину
�" �"��

0

�
��

1

��

3

0 . Для поперечной скорости в конвективных
слагаемых уравнений используем ее представление через осевую
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скорость из уравнения неразрывности. Получим безразмерную
форму уравнений движения
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Безразмерный комплекс Re � 4�" �

0

��� �" ��

0

�
��

1

� явля-

ется числом Рейнольдса для аномально вязкой жидкости. В сток-
совом приближении полагаем Re � 1. Это одно из основных со-
отношений, определяющих область применения математической
модели. Оценка сил инерции представлена в разделе 3.1.1.

За исключением давления игнорируем члены, содержащие
сомножитель 4:
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Безразмерное давление обозначим так:
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Уравнения движения в этом случае примут вид
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Применяя уравнение неразрывности �"���� � �4�"���5
для второго уравнения, можем записать
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Согласно второму уравнению изменение давления в попе-
речном направлении незначительно, поскольку имеет порядок
4

2

и им можно пренебречь. Для анализа течения достаточно
использовать первое уравнение, учитывающее силы тяжести,
давление и силы вязкого трения.

В разделе 3.1.2 получен интеграл уравнения неразрывности
(3.3). С учетом принятых допущений, движение жидкости опи-
сывается уравнениями

�+

��
�

���

�

	 �2, � � 2

��

0

	��, ��� � �
�� 	�

� 


��
� (3.28)

Уравнения (3.28) дополним следующими граничными усло-
виями:

входное сечение � � �

0

, 6 � 0, (3.29)
условие прилипания  � 
, 	� � " , (3.30)
выходное сечение
� � �

1

, 6 � 0, 	� = V, ���� � 
� � 0, (3.31)
условие симметрии
�

0

 �  �

1

,  � 0, �	���� � 0, ��� � 0. (3.32)

3.2.2. Решение задачи. Интегрируя первое уравнение из
(3.28) с учетом условия (3.32), имеем

��� �
��+

��
� �2� � (3.33)

Рассматривая совместно (3.33) и уравнение состояния из
(3.28), можем записать

� 	�
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� � 1
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��+�� � �2�
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��1�� 
�����+

�� � �2� 

1

��
� (3.34)

Интегрируем (3.34) с учетом условия прилипания (3.30), най-
дем скорость:

	� �
/

1�/
�1���1 � 
1���1�� 1

�
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��

��+�� � �2�

��

��1���
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��
� �2�	 "� (3.35)

Найдем расход жидкости, подставив (3.35) во второе уравне-
ние (3.28):

� � �2/�1���2

�1� 2/�
� 1
�
�

��

��+�� � �2�

��

��1�� 
�����+

�� � �2�	 2" 
� (3.36)
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Выражение (3.36) позволяет из выражения (3.35) исключить
давление:

	� � �1� 2/� �2� ����

2 �1�/� �

1

���

2

�1���1 � 
1���1�	 "� (3.37)

Разрешим уравнение (3.36) относительно давления:
�+

��
� �2	 � �1� 2/

2/
�� � 2� ����

�

�

1

�

2

�

���� 2" 
�9� � (3.38)

Используя условие остановки течения (3.31) и выражение для
касательных напряжений (3.33), найдем уравнение связи расхода
с координатой выхода:

� � 2" 
 ��

1

� � (3.39)

Решение уравнения (3.38) не выражается через элементарные
функции и возможно исключительно численными методами, на-
пример методом Рунге–Кутта или механических квадратур.

3.2.3. Анализ решения. Введем безразмерные переменные
и параметры
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При этом выражение (3.38) с учетом (3.39) примет вид:

� La

os

�'
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os

	�1� 2/
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�� ���'

2
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2

���
�

�
1� '

2

�1�2� 
����-

2

� �

2

�
� (3.40)

Для численного решения уравнение (3.40) необходимо допол-
нить граничными условиями: входное сечение - � -

0

, La

os

� 0,
выходное сечение - � �, La

os

� 0.
О режимах течения жидкости Оствальда де Виля. Урав-

нение (3.40) предполагает два режима течения жидкости.
1. Первый режим— режим слабого влияния сил тяжести.

Число Стокса находится в пределах 0 Stos St�os. Гра-
ничное значение числа Стокса находится из условия - � 0,
� La

os

��-�

St

�

St

�

os
� 0. Согласно (3.40) имеем

St�os � �1� 2/
2/

�� �

2

�
�

В этом режиме на участке �-�  � имеет место напорное
течение (� La

os

��- 0), а функция давления имеет два, симмет-
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рично расположенных относительно сечения - � 0, экстремума.
Причем, в окрестности �—минимум, а в окрестности ��—
максимум. В окрестности � имеет место разряжение (La

os

 0).
Точка перегиба имеет координату - � 0. Координаты экстре-
мумов -� можно найти, положив в уравнении (3.40) - � -�,
� La

os

��- � 0. При этом приходим к трансцендентному уравне-
нию

Stos	
�

1

� 2/
2/

�� ��� '

2
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2

���
�

�
1� '

2

�
�1�2� 
����-

2
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2

�
� 0�

В безгравитационном случае имеет место предел ���
Stos

�

0

�-�� � �.
2. Второй режим характеризуется существенным влияни-

ем сил тяжести. Число Стокса находится на интервале St�os<
Stos �, где St

�

os

�
�1� 2/

2/
�� �

2

�. Эпюра давления— монотон-
но возрастающая функция (� La

os

��- ! 0). При этом может вы-
полняться только одно граничное условие для давления— либо
в начале зоны течения, либо— в конце. Например, если на вы-
ходе давление атмосферное (Laos�- � �� � 0), то для реализации
второго режима на входе необходимо создать вакуумметрическое
давление (Laos�- � -��  0). И наоборот, если на входе давление
атмосферное (Laos�- � -�� � 0), то на выходе необходимо создать
противодавление (Laos�- � �� ! 0). Последний случай имеет ме-
сто в валковом экструдере, в котором противодавление обуслов-
лено гидравлическим сопротивлением формующего устройства.
Свойства обнаруженных режимов сведены в табл. 3.2. Особенно-
сти режимов подобны ньютоновским (см. табл. 3.1).

Найдем функцию тока рассматриваемого течения по формуле
(см. раздел 3.1.2)

��
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0

	� ��

С учетом выражения для скорости (3.37) получим выражение
для функции тока:
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С учетом соотношений � � 2"�

0

�1	 �

2

�, (3.13), (3.15), выра-
жение для безразмерной функции тока примет вид:
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Т а б л иц а 3.2
Режимы течения жидкости Оствальда де Виля

Режим
Границы

Свойства
Нижняя Верхняя

Легкий Stos � 0

Stos � St
�

os

,
St�os �

�

�

1

� 2�

2�

�

�

2

�

На интервале '

0

� ' � �� функ-
ция давления монотонно возрас-
тает; на интервале �� � ' � �
функция имеет два экстремума,
расположенных симметрично от-
носительно сечения минимального
зазора (' � 0). Минимум в окрест-
ности ' � � предполагает разря-
жение (La � 0). В минимальном
зазоре ' � 0, � La ��' � 0.

Тяжелый Stos � St
�

os

�

Монотонно возрастающая функ-
ция. В минимальном зазоре ' � 0,
� La ��' � 0. Для реализации ре-
жима необходимо вакуумирование
на входе (La�' � '

0

� � 0).

Полученное уравнение можно разрешить относительно про-
дольной координаты

- � �
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�Æ� � 1� �1�/� � �

2

�
/�

1

���

1

� 1� 2/�
/
�
� 1���1 �

1

� �

Пределы изменения функций � и � идентичны ньютоновско-
му случаю. Методика расчета по полученной формуле и постро-
ение функции тока, включая случай циркуляции жидкости на
входе, представлена выше в разделе 3.1.3.

Влияние степенного коэффициента 7 на картину течения
в рабочем зазоре иллюстрируется рисунками 3.9–3.11. Расче-
ты выполнены для условий: � � 1100кг/м

3

, �

0

� 2,5

.

10
�

4

м,
� � 0,6 м, � � 0,002Па

.

с, � � 10мин
�

1

, " � 0,628м/с, � � 0,9.
При этом функция тока изменяется в пределах 0 �  1	 �

2

�
� 1,81. Прямая � � 1— поверхность валка.

Расчеты рис. 3.9 выполнены для условий: 7 � 1, St �
� 0,268, -

0

� �2,667, 3 � 0,0462м. Условие циркуляции (см.
ниже) -

2

0 � 7,113 ! ��1	 27� �

2

	 1	7�Æ7 � 4,430 выпол-
няется. В центре рисунка четко видна точка остановки тече-
ния (точка, в которой скорость жидкости равна нулю). Линии
тока, лежащие выше этой точки, показывают существование
циркуляции жидкости на входе. Координата точки остановки
течения -� � 2,103. Расчеты рис. 3.10 выполнены для условий:
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Рис. 3.9. Функции тока при / � 1

7 � 1,1, St � 0,114, -0 � �7,006, 3 � 0,1213м. Условие цирку-
ляции -20 � 49,084 !

�
�1	 27� �2 	 1	7

�
�7 � 4,265 выпол-

няется. Координата точки остановки течения -� � 2,063. Рас-
четы рис. 3.11 выполнены для условий: 7 � 0,9, St � 0,629,
-0 � �0,827, 3 � 0,0143м. Условие циркуляции -20 � 0,68  
 
�
�1	 27� �2 	 1	7

�
�7 � 4,631 не выполняется. Координата

точки остановки течения -� � 2,152 находится вне зоны течения.
Сопоставляя рис. 3.10 и 3.9, можно отметить, что дилатант-

ные свойства жидкости (7 � 1,1) смещают зону интенсивных
сдвиговых деформаций к поверхности валка, поэтому у поверх-
ности валка функции тока расположены плотно. И наоборот,
псевдопластические свойства жидкости (рис. 3.11, 7 � 0,9) спо-
собствуют выравниванию поля скоростей и снижают градиент
скорости сдвига у стенки.

Циркуляция жидкости на входе отсутствует, если точка с ха-
рактеристиками  � 0, 	� � 0 находится вне зоны течения или
совпадает с точкой � � �0.

В последнем случае имеем условие

� �1� 2/� �2� � ��0����

2 �1�/� � ��0�
	 " � 0�
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В случае циркуляции жидкости на входе зоны течения долж-
но выполняться неравенство

� �1� 2/� �2� � ��0����

2 �1�/�� ��0�
	 "  0�

Или в безразмерной форме

-20 ! -
2
� , -2� �

�
�1	 27� �2 	 1	7

�
�7�

Величина -� (-�  0) характеризует безразмерную координату
точки остановки течения (см. табл. 3.3).

Т а б л иц а 3.3
Условия возникновения циркуляции при течении жидкостей

Оствальда де Виля и ньютоновской

Характер течения
Условие для жидкости

Оствальда де Виле Ньютоновская

Без циркуляции
'20 � '2� ,

'2� �
�
�1� 2/� �2 � 1�/

�
�/

'20 � '2� ,

'2� � 3�2 � 2

С циркуляцией
на входе '20 � '2� '20 � '2�

При этом точка с нулевой осевой скоростью (	���, 0� � 0)
находится внутри зоны противотока (в зоне противотока выпол-
няется неравенство �6��� ! 0).

Найдем энергосиловые (интегральные) характеристики дви-
жения аномальной жидкости. Сила трения, действующая со сто-
роны жидкости на поверхность валка единичной длины, с учетом
соотношений (3.33), (3.34) определяется интегралом

& �

�1�

�0

������� �� ��

�1�

�0

�
� 	�
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�����
���

�� �

� �
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�0

�
�+

��
� �2

����
���


���

Выполнив частичное интегрирование, можем записать

& � ���0

��
� 2�

2��0

�1�

�0

6���	 �2

%
�1 � �0 	

�
�3
1 � �3

0

�
6��0

&��
� �

Интеграл не выражается через элементарные функции, поэтому
необходимо использовать методы механических квадратур.
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Распорное усилие, действующее на поверхность валка еди-
ничной длины, определяется интегралом

: �
��

1

�

0

������� �� ��

�

1

�

�0 �
��
��	

�

�

�

��

�� ��	���
��

��

�
�
��

��� (3.41)

Учитывались соотношения, записанные после уравнения
(3.25), а также уравнение неразрывности в дифференциальной
форме (3.24). С учетом соотношений (3.34)–(3.37) запишем
выражения для подынтегральных функций:

�	�
�

�

��

�
���

� �1� 2/� �2� ����

2/�

2

, �	�
��
�

��

���� � � �1� 2/�

2�/

�2� ����
�2 ��

(3.42)
После подстановки выражений (3.42) в интеграл (3.41) получим

: �

2

�

�
�

1

� 2/
2/

�� �

1

�

�

0

� 2� ����
�

��� �2� ��0�

�

2

�
����

Интеграл не выражается через элементарные функции, поэтому
необходимо привлечь методы механических квадратур.

3.3. Нестационарное валковое течение тяжелой
вязкой жидкости

Как было показано выше (раздел. 3.1.2), силы инерции незна-
чительны, и их в условиях стационарного течения можно не
учитывать. Проанализируем влияние сил инерции на нестацио-
нарные режимы течения ньютоновской жидкости.

При неравномерной подаче жидкости в валковый зазор будет
изменяться во времени координата начала зоны течения. Следует
ожидать изменения во времени координаты окончания течения,
которая, в частности, определяет толщину слоя жидкости на
поверхности валка, что приведет к существенному изменению
качественных показателей технологического процесса, например
связанного с сушкой или нанесением покрытия. Кроме того, при-
ложением рассматриваемой задачи может быть автоматическое
управление технологическим процессом. Насколько известно ав-
тору, в научной литературе отсутствуют работы, учитывающие
влияние сил инерции и тяжести на нестационарное течение
в валковом зазоре. В настоящей работе предпринята попытка
изучить влияние сил инерции на нестационарные режимы тече-
ния тяжелой вязкой жидкости.
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Уравнения Навье–Стокса, описывающие плоское нестацио-
нарное течение вязкой несжимаемой жидкости, с учетом сил
инерции и сил тяжести (течение сверху— вниз) имеют вид:����
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(3.43)
Уравнение неразрывности потока

�	�
��

	
�	�
�


� 0� (3.44)

Выполним оценку членов уравнений, для чего предваритель-
но перейдем к безразмерным параметрам и переменным:

� �
� �

,
, �-, -0,�, 4
 � ��,�0,�1,�0��

2��0
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(3.45)

Степень «вытянутости» зоны течения характеризует параметр
4 (4� 1). В безразмерной форме уравнения (3.43), (3.44) имеют
вид (величинами порядка 42 пренебрегаем)���
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Рассматриваем случай, когда величина зазора (�0) не из-
меняется во времени. Согласно второму уравнению изменение
давления � по высоте зазора (в направлении ) незначительно
(порядка 42) и им можно пренебречь. Остается только первое
уравнение движения.

Таким образом, проекция уравнения движения на ось �
принимает вид ����� � 0, т. е. �6�� � 0. При этом, очевидно,
что � � � �-�.

В задачу настоящего исследования входит оценка влияния
сил инерции на динамические режимы валкового течения.



3.3. Нестационарное валковое течение тяжелой вязкой жидкости 89

Нестационарное течение описывается системой уравнений

4
���
�'

	
���
��

� 0, (3.46)

Re ���
�

	 4Re"�
���
�'

	 Re"�
���
��

� St��1

�'
	

�2��

�� 2 � (3.47)

Начальные и граничные условия задачи

� � 0 � -0��� � -00, ���� � �0, "� � "�0�-,� �,
"� � "�0�-,� �, � � �0�-�,

(3.48)

� ! 0 � - � -0���, � � 0, (3.49)

- � ����, � � 0, ���
��

���
��1�	2

� 0, (3.50)

� � 0, ���
��

� 0, "� � 0, (3.51)

� � ��1	 -2�, "� � 1, "� � 24-� (3.52)

Согласно условиям (3.49), (3.50) давление на входе и выходе
принято равным нулю. Второе условие в (3.50) указывает на
прекращение сдвигового течения (��� � ��	��� � 0). Условия
(3.51)— условия симметрии, (3.52)— условия прилипания жид-
кости к поверхности валков. Используется параболическая ап-
проксимация поверхностей валков 
 � ��0�1	 -2�.

Решение задачи (3.46)–(3.52) ищем в виде суммы стационар-
ной и нестационарной составляющих течения:

"� � "�0�-,� � 	 "�1�-,� , ��,
"� � "�0�-,� � 	 "�1�-,� , ��,

� � �0�-� 	 �1�-, ��,
(3.53)

� � �0 	 �1���, -0 � -00 	 -01���, 0 � 00 	 01���,

�	0� � �	1�, ��0� � ��1�, �-00� � �-01�, �-10� � �-11�, �00� � �01��
Отметим, что попытка решить эту задачу методом малого

параметра, путем прямого разложения по степеням числа Рей-
нольдса оказалась неудачной; полученное решение было неустой-
чивым.

С учетом (3.53) задача (3.46)–(3.52) примет вид
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Учитывая соотношения (3.53) выполним линеаризацию инер-
ционных членов уравнения движения (3.55):
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Граничные условия (3.57), (3.58), нелинейные, поскольку они
содержат составной аргумент. Выполним линеаризацию указан-
ных граничных условий путем переноса граничных условий из
точек -00 	 -01 и �0 	 �1 в точки -00 и �0, соответственно,
путем разложения функций в ряды Тейлора. При этом граничное
условие для давления (3.57) примет вид

�0�-00� 	 �1�-00, �� 	 -01���
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Соответственно условия (3.58) запишутся
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С учетом (3.61)–(3.63) для стационарной составляющей тече-
ния имеем задачу
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В выражениях (3.62), (3.63) используем два первых члена
разложений. При этом нестационарная составляющая течения
описывается задачей
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� 0, "�

1

� 0� (3.76)

Из представленных уравнений видно, что для решения неста-
ционарной задачи необходимо знать характеристики стационар-
ного течения, т. е. предварительно необходимо решить стацио-
нарную задачу.

Стационарное течение. Для осевой скорости используем
выражение, удовлетворяющее граничным условиям (3.68), (3.69)

"�

0

� 1	 ��-���

2

� �1	 -

2

�

2

�� (3.77)

При этом полагаем, что в условиях стационарного течения си-
лы инерции незначительны и несущественно искажают профиль
скоростей.

Из уравнения неразрывности (второе в (3.64)) найдем попе-
речную составляющую скорости:
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� -�� (3.78)

Здесь учитывалось граничное условие (3.68).
Используя условие прилипания (3.69), получим уравнение

для неизвестной функции � :

1
3

�
1	 -

2

�3
�'

	 2�1	 -

2

�2 -� � -�

Его решение имеет вид

� �
�3'

2

��

2

�
2
�
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�3 � (3.79)

Здесь �

2

— постоянная интегрирования.
Выражение для скорости (3.77) должно удовлетворять усло-

вию остановки течения (3.67). При этом получим равенство:
2��- � �

0

��1	 �

2

0

� � 0. Следовательно, значение постоянной ин-
тегрирования в (3.79) �

2

� �3�

2

0

. При этом выражения для �
и ����- будут иметь вид
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Уравнение движения (3.65) с учетом (3.77), (3.78) будет
иметь вид
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Проинтегрируем это уравнение по � в пределах от 0 до 1	 -2:
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Проинтегрировав это уравнение с учетом условия (3.66) и соот-
ношений (3.80), получим выражение для стационарной составля-
ющей давления:
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Воспользовавшись условием (3.67), получим уравнение, связы-
вающее координату начала зоны течения (-00) с координатой
окончания течения (�0):
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(3.81)

Выражения для компонент скорости стационарной составля-
ющей течения (3.77), (3.78) с учетом соотношений (3.80) имеют
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вид
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Согласно уравнению (3.64) с учетом выражений (3.82) расход
стационарного течения жидкости составит 0 � 2�1	 �20�.

Анализ уравнения (3.81) показал, что силы инерции незначи-
тельно влияют на протяженность зоны течения. Так при -00 � �5
и Re � 0, St � 0 координата окончания течения �0 � 0,47246,
а при Re � 2— �0 � 0,47291. С учетом влияния сил тяжести
(St � 2,8) при Re � 0, �0 � 2,504, а при Re � 2— �0 � 2,502.
Изменения наблюдаются в четвертой значащей цифре.

Нестационарная составляющая течения. Рассмотрим слу-
чай низкочастотных возмущений течения, когда частота возму-
щений соизмерима (или не превышает) с обратным временем
пребывания жидкости в зазоре валков. Это позволяет ограни-
читься первой модой. Ищем решение для нестационарной состав-
ляющей осевой скорости в форме, удовлетворяющей граничным
условиям (3.75), (3.76):

"�0 � �1�-, ����
2 � �1	 -2�2�� (3.83)

Интегрируя уравнение неразрывности (3.70) с учетом условия
(3.75), находим
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1	 -2

�
-�� (3.84)

Потребовав от (3.84) выполнения условия (3.76), получим урав-
нение для неизвестной функции �1:

1
3

�
1	 -2

�
��1
�'

	 2-�1 � 0�

Его решение имеет вид

�1 �
�2 ���
1� '2

�3 , (3.85)

где �2 — неизвестная функция времени.
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Подставим выражения (3.83), (3.84), (3.85) в уравнение (3.71)
и проинтегрируем по Y в пределах от 0 до 1 	 -2. В результате
получим уравнение для нестационарной составляющей давления:
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Проинтегрировав это уравнение, получим

�1 �
2
3

Re ��2

�

��

�00

�'�
1� '2

� 	 2�2

��

�00

�'�
1� '2

�3 �

� 16
5

Re 4
�
1	 �20

�
�2

��

�00

'�'�
1� '2

�3 	�3 ��� � (3.87)

Здесь �3 неизвестная функция времени.
Граничное условие (3.73) с учетом (3.87) приводит к уравне-

нию
�3��� 	 -01���

�
�10 �'00�

�'
	

�11 �'00, �
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� 0� (3.88)

Аналогично первое условие в (3.75) с учетом (3.87) дает
уравнение
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Исключив из уравнений (3.88), (3.89) функцию �3��� полу-
чим уравнение, связывающее две неизвестные функции �1��� и
�2��� (полагаем, что функция возмущения уровня -01��� задана):
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Используя второе условие в (3.74), с учетом (3.83)–(3.85)
получаем уравнение
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Используем начальное условие
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Соотношение (3.92) позволяет исключить из уравнения (3.90)
неизвестную функцию �

1

и получить дифференциальное уравне-
ние первого порядка для функции �

2

. Это уравнение с учетом
(3.80), (3.82)–(3.85) имеет вид
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Особенностью уравнения (3.93) является наличие малого па-
раметра (Re) при старшей производной. Поэтому это уравнение
не применимо для случая Re � 0. В безынерционном случае
(Re � 0) имеем алгебраическое (квадратичное) уравнение для
функции �

2
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В случае малых возмущений (�;

01

� � 1) уравнение имеет асимп-
тотическое решение
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Последовательность численного анализа следующая. Значе-
ния функции �

2

находились путем решения дифференциального
уравнения (3.93) с учетом начального условия (3.92). Далее, из
соотношения (3.91) вычислялись соответствующие отклонения
координаты выхода �

1

.
О «собственной» частоте движения жидкости. Среднее

время пребывания жидкости в зоне течения определяется фор-
мулой �

�
� "���, где "� —объем жидкости в зазоре, �—объем-

ный расход. Величины "� и � для валка единичной длины
находятся по формулам:
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С учетом (3.45) можем записать
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Учитывая соотношение ' � 2/��
�
, для безразмерной «собствен-

ной» частоты � � 2/<��" �
�
� получим соотношение
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Численно проанализируем динамические режимы валково-
го течения ньютоновской жидкости. Допустим, изменяется во
времени координата начала зоны течения, что обусловлено, на-
пример, неравномерностью подачи жидкости в валковый зазор.
Найдем изменение во времени координаты окончания течения,

4 В.М. Шаповалов



98 Гл. 3. Математические модели валкового течения

которая, в частности, определяет расход на выходе и толщи-
ну слоя жидкости на поверхности валка (толщину наносимого
покрытия), т. е. качественные показатели технологического про-
цесса.

Для условий: � � 0,2 м, � � 0,05Па � с, � � 1000 кг/м3,
�0 � 10�3 м, " � 0,084м/с, 3 � ��0 � 0,1 м. Находим: 4 � 0,05,
St � 2,803, -00 � �5, �0 � 2,504, � � 4,198, Re � 2,016. Пусть
координата входа описывается функцией -0 � -00 	 41 
���� ,
-01 � 41 
���� , где 41 — амплитуда возмущений начальной коор-
динаты (41 � 1). Стационарная составляющая координаты входа
-00 задается априорно. Для определения стационарной состав-
ляющей координаты выхода (�0� используем трансцендентное
уравнение (3.81).

Анализ стационарного течения показывает, что число St су-
щественно увеличивает протяженность зоны течения (смещает
координату окончания течения �0�. Так �0 � 0,4725 при St � 0.

Насколько известно автору, в научной литературе отсутству-
ет информация о влиянии сил инерции на течение в рабочем
зазоре даже ньютоновской жидкости. Учет сил инерции незначи-
тельно увеличивает протяженность зоны течения. Так при St � 0
увеличение числа Рейнольдса от 0 до 2, приводит к смещению
�0 от 0,4725 до 0,4729.

Графики зависимости изменения выходной величины (откло-
нение координаты точки выхода �1, линия 2) и возмущения ко-
ординаты входа (линия 1) от времени представлены на рис. 3.12.
Расчеты выполнены для условий: 4 � 0,01, � � 0,8, -00 � �5,
Re � 2, St � 0, -01 � 0,01 
���� . Число расчетных точек 100.
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Рис. 3.12
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Видно, что амплитуда выходного сигнала очень мала. Кроме
того, имеет место запаздывание выходного сигнала, что обуслов-
лено проявлением сил инерции. После первого периода форма
выходного сигнала стабилизируется.

В результате анализа модели установлено, что резонансный
всплеск отсутствует, что обусловлено существенным влиянием
сил вязкого трения (ярко выраженная диссипативная система).
С увеличением частоты амплитуда выходного сигнала уменьша-
ется. Существует некоторое число Рейнольдса (из интервала от
0 до 2), при котором амплитуда колебаний выходной функции
минимальна. С увеличением протяженности зоны течения (уве-
личение по абсолютной величине координаты входа) колебания
коордитаты выходного сечения уменьшаются. Это объясняет-
ся уменьшением градиента касательных напряжений на стенке
в окрестности входового сечения.
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Рис. 3.13

Рисунок 3.13 иллюстрирует влияние сил тяжести на выход-
ной сигнал. Расчеты выполнены для тех же значений параметров,
что и на рис. 3.12, но для St � 2. Из сопоставления этого рисунка
с рис. 3.12 видно, что значительно увеличивается амплитуда
выходного сигнала, кроме того, меняется его фаза. После первого
периода наступает стабилизация формы выходного сигнала.

3.4. О валковом течении с отрицательной фрикцией

Традиционно валки работают с положительной фрикцией, что
обеспечивается разнонаправленным их вращением. При одно-
направленном вращении валков следует вести речь об отрица-

4*
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тельной фрикции. Рассматриваемое течение может быть исполь-
зовано в вискозиметрии или для перемешивания гетерогенных
наполненных систем.

На рис. 3.14 представлены кинематические схемы устройства
традиционной валковой машины с положительной фрикцией (а)
и машины, в которой реализуется отрицательная фрикция (б).
Валки имеют одинаковые диаметры, но отличаются окружной
скоростью. Крутящий момент от привода (на рисунках не пока-
зан) на обеих схемах поступает на левый валок.

11 z1

а б

z2 z1 z2

V1 V2

V1 V2

z3

Рис. 3.14. Кинематические схемы традиционной валковой машины с положи-
тельной фрикцией (а) и машины с отрицательной фрикцией (б): 1— валки, z1,

z2, z3 — зубчатые колеса и шестерни

На рис. 3.14а позицией z1 указана делительная окружность
зубчатого колеса приводного валка, а позицией z2 — делитель-
ная окружность зубчатой шестерни второго валка. Различный
диаметр (число зубьев) зубчатых колес обеспечивает различную
окружную скорость валков 1. В случае равенства числа зубьев
(диаметров) шестерен z1 и z2 фрикция равна единице.

На рис. 3.14 б иллюстрируется один из возможных вариан-
тов технической реализации валковой машины с отрицательной
фрикцией. Позициями z1, z2 указаны делительные окружности
зубчатых колес валков, а позицией z2 — зубчатая шестерня, из-
меняющая направление вращения второго валка. Таким образом,
окружные скорости "1 и "2 в минимальном зазоре имеют встреч-
ное направление. В случае равенства числа зубьев (диаметров)
шестерен z1и z2 фрикция будет равна минус единице. Соответ-
ственно, в случае различия шестерен z1 и z2 фрикция, оставаясь
отрицательной, будет отличаться от единицы. Насколько извест-
но автору, работа валковых машин с отрицательной фрикцией
в литературе не рассматривалась.

Схема рассматриваемого течения представлена на рис. 3.15.
Валки имеют одинаковый радиус. Течение сосредоточено в вер-
тикальном зазоре, заполненном вязкой жидкостью. Учитываем
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силы тяжести и вязкого трения. Изменением давления в направ-
лении оси  пренебрегаем. Оставляем в силе основные допуще-
ния, принятые в гл. 3. В общем случае валки имеют близкие,
но незначительно различающиеся окружные скорости ("

1

	� "

2

).
Объем жидкости, заключенной между валками, постоянен. Для
выяснения основных гидродинамических закономерностей тече-
ния рассматривается ньютоновская жидкость. В случае аномаль-
ных жидкостей следует ожидать отличий в характере течения.

H0

x0

y

P

R R

V1
V2

0

1 2

x

1

x1

h x( )

Рис. 3.15. Схема течения при отрицательной фрикции: 1— валки, 2—жидкость

Течение описывается системой уравнений
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, 6 � 0, (3.98)
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где �, �—плотность и вязкость жидкости; �, —координаты;
	� —компонента скорости; 6—давление; �

0

, �

1

— координаты
начала и конца зоны течения.

Кинематические условия для поверхностей валков запи-
саны в предположении следующих соотношений для компо-
нент скорости (см. рис. 3.3):  � 
���, 	� � " �
� � "

1

,
	� � "

1


��� � "

1

���;  � �
���, 	� � �"

2

�
� � �"

2

, 	� �
� "

2


��� � "

2

���. Учитывались асимптотические свойства:
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��� � ���, �
� � 1 при ����� � 1. Согласно первому урав-
нению в (3.94) постоянная составляющая давления не оказывает
влияние на течение. На верхней поверхности (� � �

0

) и на
нижней (� � �

1

) давление равно атмосферному и без снижения
общности в условиях (3.98), (3.99) полагаем 6 � 0. Вертикаль-
ные координаты (� � �

0

) и (� � �

1

) характеризуют положение
свободных поверхностей жидкости. Они зависят от организации
загрузки машины (см. рис. 3.14 б) и объема жидкости. В первом
приближении будем эти поверхности считать горизонтальными.

Проинтегрируем уравнение неразрывности (3.95) по высоте
зазора, учитывая условия (3.96), (3.97)
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Далее, учитывая соотношения
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получим интегральное уравнение неразрывности:

�
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	� ���� � 0,

или

� �

��

��

	� �, (3.100)

где �—постоянная (обемный расход жидкости, приходящийся
на один метр длины валка).

Проинтегрировав уравнение движения (3.94), с учетом усло-
вий (3.96), (3.97), получим выражение для осевой скорости
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Выполнив интегрирование в (3.100), с учетом (3.101) имеем

� � �"
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2

�
� 2�
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3�
��+

�� � �2� � (3.102)
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Поскольку � � ��
�, из (3.102) запишем уравнение для давле-
ния:

�+

��
� �2	

3� ��1 � �2�

2�2 � 3��

2�3 �

Проинтегрировав это уравнение с учетом условия (3.98), найдем
выражение для давления:

6 � �2 ��� �0� 	 3� ��1 � �2�

2
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�0

��

�2 � 3��

2

��

�0

��

�3 � (3.103)

Рассматривая совместно условие (3.99) и выражение (3.103),
получим уравнение для расхода:

� �
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(3.104)
В рассматриваемом течении расход жидкости характеризует

направление и скорость вертикального перемещения заключен-
ного между валками объема жидкости. При нулевом расходе
объем жидкости остается на одном уровне и координаты свобод-
ных поверхностей �0 и �1 сохраняют постоянное значение.

Согласно полученному выражению (3.104) расход жидкости
складывается из гравитационной составляющей (первое слагае-
мое правой части выражения (3.104)) и кинематической— второе
слагаемое. Численной характеристикой соотношения указанных
составляющих служит критерий Стокса (St � �2�2

0

Æ
��"1��. Так,

если материал резина (� � 105 Па � с, � � 1600 кг/м3, �0 � 2 ��
� 10�3 м, "1 � 0,1 м/с) то St � 6,4 � 10�6. Следовательно, прояв-
ление сил тяжести исчезающе мало, и их, в случае жидкостей
типа резин, можно не учитывать. Кроме того, если окружные
скорости валков равны ("1 � "2�, то согласно выражению (3.104)
расход будет равен нулю, и жидкость будет оставаться на по-
стоянном уровне. Кроме того, при этом, согласно выражению
(3.103) давление в зазоре, а, следовательно, и распорное усилие,
будут равны нулю. Указанное свойство принципиально отличает
рассматриваемое течение от традиционного валкового течения
с положительной фрикцией.

В рассматриваемом течении жидкость подвергается более ин-
тенсивному механическому воздействию, чем в обычных валках.
Так, например, в случае "1 � "2 время пребывания жидкости
в зазоре бесконечно. При выполнении условия "1 ! "2, жидкость
перемещается вниз (см. рис. 3.15). Представляет интерес найти
время пребывания жидкости в зазоре.
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Рассмотрим кинетику процесса вертикального перемещения
жидкости. Для анализа можно рассматривать эту задачу как
задачу слива вязкой жидкости при переменном уровне из сосуда
с криволинейными стенками. Объемом жидкости, наносимой на
поверхность валков, пренебрегаем.

Расчетная схема представлена на рис. 3.16. Пусть в началь-
ный момент времени (� � 0) координата верхнего мениска жид-

x

x00

0

d 0x

x10

Рис. 3.16. Расчетная схема слива
вязкой жидкости в валковом зазоре

кости составляет �0 � �00, соот-
ветственно в начальный момент
координата нижнего мениска
�1 � �10. Пусть за отрезок
времени �� верхний уровень
сместился на величину ��0.
Причем смещение возможно не
только вниз, но и вверх. Объем
выделенного элемента составит
2
��0. Следовательно, можем
записать условие сохранения
объема жидкости

2
��0 � ���� (3.105)

Начальное условие для диффе-
ренциального уравнения (3.105)

� � 0, �0 � �00� (3.106)

Разделив переменные в уравнении (3.105) и проинтегрировав
с учетом условия (3.106), получим зависимость времени от уров-
ня жидкости:

� � 2
�0�

�00

� ��0���0

�
�

� 2
�0�

�00

�1�
�0

����3

2�. ��1 � �0���3�� � ��1 � �2�
�1�
�0

����2

 ��0���0� (3.107)

При этом нужно учитывать, что в процессе «слива» изменя-
ется и нижний уровень жидкости, т. е. �1���. Нижний уровень
жидкости найдем из условия сохранения объема:

"� � 2
�1�

�0


 ����� � ��
�� (3.108)

Согласно выражению (3.108) �1 � �1��0,"��.
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Анализ показывает, что возможны три варианта поведения
материала в рабочем зазоре:

1. Расход жидкости равен нулю (� � 0) и вертикальное
положение жидкости не изменяется.

2. Силы тяжести преобладают над кинематическими силами
вязкого трения, так что � ! 0 и жидкость перемещается вниз.

3. Преобладает кинематическая «подъемная сила», так что
�  0 и жидкость перемещается вверх.

В частности, в первом варианте условие � � 0 может быть
получено, если гравитационная и кинематическая составляющие
течения равны по величине, но имеют разные знаки (см. выра-
жение (3.104)).

Найдем поперечную составляющую скорости, воспользовав-
шись уравнением неразрывности в дифференциальной форме
(3.95):
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и условия (3.98), получим выражение для поперечной скорости:
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Найдем функцию тока рассматриваемого течения, используя
граничное условие � � 0 при  � 0:
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Выполнив интегрирование, с учетом (3.101), (3.102), получим
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На поверхностях валков функция тока принимает значения

��� � ��
�� �

��1 � �2�

2

,

следовательно, пределы ее изменения 0  �  0,5 �"1 	 "2�
.
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Найдем касательные напряжения на поверхностях валков.
Согласно закону Ньютона ��� � ��	���. Учитывая выражения
для осевой скорости (3.101) и давления (3.102), для поверхности
«правого» валка (см. рис. 3.15) можем записать

����� � �
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� �2�1 � �2�

�
�

Соответственно, для поверхности «левого» валка
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Крутящий момент, приходящийся на единицу длины «правого»
валка
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Соответственно, крутящий момент, приходящийся на единицу
длины «левого» валка

*2 � �

�1�

�0
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�1�

�0

��

�
�

Потребляемая мощность рассчитывается по формулам: �1 �
�*1"1��, �2 � �*2"2��.

Распорное усилие, действующее на единицу длины валков,
можно найти по формуле

& �

�1�

�0

6��,

в которой функция давления определяется согласно (3.103).
Для удобства анализа задачи, введем безразмерные парамет-

ры и переменные:
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(3.109)

Для анализа необходимо знать уравнение поверхности валка

���. Используем параболическую аппроксимацию поверхностей
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валков (см. подробности получения выражения (3.14))
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� (3.110)

С учетом соотношений (3.109), (3.110) выражения для осевой
и поперечной составляющих скорости примут вид
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Выражение для безразмерного давления (3.103) с учетом
выражения для безразмерного расхода
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Выражение для безразмерного расхода из (3.104)
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Интегралы, входящие в расчетные формулы, выражаются че-
рез элементарные функции:
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Выражение для времени слива (3.107) примет вид
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Входящий в это выражение нижний уровень жидкости (-1�,
находится из условия сохранения объема (3.108):
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Решение кубического уравнения имеет вид
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Численный анализ. Как было показано выше, число Сток-
са для реальных условий имеет малое значение, поэтому силы
тяжести не будем учитывать (St � 0). При этом выражение для
времени слива (3.111) примет вид
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Из полученного выражения видно, что для перемещения
жидкости сверху вниз должно выполняться условие � ! �1.
Напомним, что при � � �1 материал остается на одном уровне,
и � ��.

Рассмотрим второй вариант перемещения жидкости, удоб-
ный при реализации, например, процесса перемешивания. Схема
рассматриваемого варианта представлена на рис. 3.17. Жидкость
перемещается сверху вниз (� ! 0). В начальный момент жид-
кость занимает область выше минимального зазора, как показано
на рис. 3.17а. При этом начальное условие имеет вид

� � 0, �0 � �00, �1 � �10 � 0�

Окончательное положение жидкости показано на рис. 3.17 б. При
этом можно условно считать, что жидкость выпадает из зазора
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а б

V1V2 V1V2

x

x00

0 x10

0

x1

x0

Рис. 3.17. Варианты вертикального положения жидкости: а—начальное,
б—конечное

между валками под действием сил тяжести. Этому моменту
времени �

�

отвечает условие

� � �
�

, �

0

� 0, �

1

� ��

00

�

Последнее равенство следует из геометрической симметрии ра-
бочего зазора между валками. Задача состоит в определении
продолжительности технологического процесса перемешивания,
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ξ00
0�2�6-8
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Рис. 3.18. Зависимость продолжи-
тельности «слива» от начального

уровня жидкости

т. е. времени �
�

.
В безразмерной форме указан-

ные условия имеют вид
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При этом объем жидкости,
вычисленный для начального мо-
мента времени, составит

"
�
� �2-

00

� 2
3
-

3

00�

На рис. 3.18 представлены результаты расчета зависимости
продолжительности «слива» от начального уровня жидкости.
Под временем слива (или временем пребывания) понимается
время, необходимое для перехода жидкости из состояния загруз-
ки, иллюстрируемого рис. 3.17а, к состоянию, соответствующе-
го моменту рис. 3.17 б. Из графика видно, что с уменьшением
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начального уровня время «слива» сокращается. Например, для
-

00

� �4 время слива �
�

�1 	 �� � 40. При условиях � � �0,95;
� � 0,1 м; �

0

� 10
�

3

м; "

1

� 0,1м/с размерное время «слива»
составит порядка двух минут:

�
�

�


�

�2��

0

�

1

1
�1� ��

�

40

�2 � 0,1 � 10�

3

0,1 � 0,05 � 112,8 ��

3.5. Течение аномально вязкой жидкости
в клинообразном зазоре с упругой стенкой

Рассматриваемое течение имеет место при нанесении соста-
вов на поверхность, в том числе в пленочных сушилках. Течение
обусловлено не перепадом давления, а относительным движени-
ем стенок жидкостного канала. Имеется большое разнообразие
конструктивного выполнения одной из стенок (лопасти, ножа).
Лопасти бывают неподвижные, подвижные, сплошные, состав-
ные, металлические, резиновые и т. п. Случай течения вязкой
жидкости при постоянном зазоре между лопастью и плоскостью
рассмотрен в работе [77].

В настоящей работе рассмотрено стационарное течение жид-
кости Оствальда–де Виля в клинообразном зазоре с подвиж-
ной, подпружиненной стенкой (лопастью). Подобная задача о
качении тяжелого цилиндра по горизонтальной поверхности,
покрытой слоем вязкой жидкости, была рассмотрена в 1953 г.
П.Л. Капицей [78].

Расчетная схема с принятой декартовой системой координат
представлена на рис. 3.19. Ось � лежит на непроницаемой го-
ризонтальной поверхности, движущейся вдоль оси � со скоро-
стью " . Ось  направлена вертикально вверх и соприкасает-
ся с передней кромкой лопасти. Верхняя, наклонная пластина

h0

y

P

V

F

0 x

h x( )

h�
h1

�

Рис. 3.19. Расчетная схема
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(лопасть) механически связана с пружиной и имеет возмож-
ность вертикального перемещения, сохраняя свой угол наклона
(
0 � 
1 � ��
�). Величина начального зазора 
0, конечного—

1. Протяженность зоны течения (ширина лопасти) 3, длина
лопасти $, толщина наносимого покрытия 
�. Требуется найти
распределение давления по длине зазора, толщину наносимого
покрытия 
�, расход жидкости, равновесное положение верхней
пластины (
1).

Рассмотрим изотермическое двумерное течение несжимае-
мой жидкости Оствальда–де Виля. Капиллярные силы, упру-
гие эффекты, силы тяжести и инерции не учитываем. Приняв
�
0 � 
1��3� 1, считаем давление однородным по высоте зазора
�6�� � 0. Течение в зазоре описывается уравнением движения,
состояния и условием неразрывности:

�+

��
�

���
�


, ��� � =
����	�
�


�����1 �	�
�


, � � $

��

0

	� �� (3.112)

где �, —декартовы координаты, 6—давление, 	� —осевая ком-
понента скорости, ��� —касательное напряжение, �—объемный
расход, =, �—реологические постоянные.

Граничные условия для скорости— условие прилипания жид-
кости к ограничивающим поверхностям

 � 0, 	� � " ;  � 
���, 	� � 0, (3.113)

где 
���—уравнение поверхности лопасти.
Давление на входе и на выходе канала атмосферное. Без

снижения общности положим давление равным нулю:

� � 0, 6 � 0; � � 3, 6 � 0� (3.114)

Решение задачи с представленным в (3.112) уравнением со-
стояния достаточно громоздко и сложно, в частности приводит
к системе двух дифференциальных уравнений первого порядка
для давления. Для упрощения задачи примем, что эффекты
аномалии вязкости обусловлены чисто сдвиговой составляющей
течения, а уравнение состояния запишем так:

��� � =
����
�

�����1 �	�
�

� (3.115)

Поскольку высота канала 
 изменяется по длине выражение
(3.115) предполагает однородную вязкость по высоте и изменяю-
щуюся по длине зоны течения.
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Проинтегрировав уравнение движения в (3.112) с учетом
(3.115) и граничных условий (3.113), найдем выражение для
осевой скорости:

	� �
1
23

�
�

�

���1 �+

��

�
2 � 


�
	 "

�
1� 


�

�
� (3.116)

Расход жидкости в любом поперечном сечении канала посто-
янен: � � ��
�, но пока неизвестен. Проинтегрировав выраже-
ние (3.116) согласно второму уравнению в (3.112), найдем расход
жидкости

�

�
� ��3

12

�
�

�

���1 �+

��
	

� �

2
� (3.117)

Согласно выражению (3.117) уравнение для давления

�+

��
�

63� �

���1 � 12�3� ��1

����2 � (3.118)

Высота зазора описывается линейной функцией (см.
рис. 3.21)


 � 
0 � >�, > �
�0 � �1

,
� (3.119)

Разделив переменные в уравнении (3.118) и проинтегрировав
с учетом соотношения (3.119) и граничного условия для дав-
ления в начале зоны течения (3.114), получим выражение для
давления в зазоре:

6 �
63� �

4#

�
�
0 � >���� � 
��0

��
� 123�� ��1

4� �#� 1�

�
�
0 � >�����1 � 
���10

�
� (3.120)

Согласно выражению (3.120) рассматриваемое течение име-
ет свойство ���6

�1�0
��. Поэтому при любой конечной жесткости

крепления лопасти в условиях течения всегда выполняется соот-
ношение 
1 ! 0.

Значение расхода найдем, воспользовавшись граничным усло-
вием для давления в конце зоны течения (3.114)

� �
�� �#� 1�

�
���1 � ���0

�
2#

�
����1
1 � ����1

0

� � (3.121)

Расход жидкости в покрытии на большом удалении от ло-
пасти � � $" 
�. Рассматривая совместно это выражение и
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выражение (3.121), находим толщину покрытия


� �
�#� 1�

�
���1 � ���0

�
2#

�
����1
1 � ����1

0

� � (3.122)

В ньютоновском случае � � 1, 
� � 
1
0��
1 	 
0�.
Введем безразмерные переменные и параметры

� �
��
�1

, Æ �
�1

�0 � �1
, �0 �

�04�4,�
�#

6�3,� � , � �
542�4,��#

6�3� � �

(3.123)
При этом 
1 � >3Æ, 
0 � >3�1� Æ�.

В безразмерной форме выражение (3.122) имеет вид

� �
�#� 1�

�
Æ�� � �1� Æ���

�
2#Æ



Æ���1 � �1� Æ����1

� � (3.124)

Согласно выражению (3.124) толщина покрытия не зависит
от протяженности зоны течения 3, но зависит от соотношения
высот входного и выходного зазоров (угла наклона лопасти) и ин-

1

0,6

1,4

0,01 0,1 1 10 �

� n = 0,5

1
2

Рис. 3.20. Зависимость безразмер-
ной толщины покрытия (�) от
индекса течения (#) и параметра

размера зоны течения (Æ)

декса течения. Асимптотические
свойства выражения (3.124):
���
Æ�0

� � �1	 ���2�, ���
Æ��

� � 0,5.

В частности, при 
1 � 
0
(параллельная лопасть) толщина
покрытия 
� � 
0�2. Для
ньютоновских сред толщина
покрытия находится в интервале

1�2 � 
�  
1. Результаты
анализа формулы (3.124) пред-
ставлены на рис. 3.20. Согласно
рисунку для псевдопластиков
(�  1) при малых Æ толщина
покрытия превышает зазор на
выходе (
� ! 
1). Имеет место
«разбухание», традиционно характерное для упругих жидкостей.
Для дилатантных сред (� ! 1) характерно (
�  
1�.

Согласно схеме, представленной на рис. 3.19, гидродинами-
ческая подъемная сила, действующая со стороны жидкости на
лопасть, уравновешивается силой упругости пружины. Сила,
действующая со стороны пружины, зависит от степени ее сжа-
тия. Допустим, сила сжатия пружины & описывается линейной
зависимостью

& � &0 	 ?
1, (3.125)
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где ?—жесткость пружины, &0 — предварительный натяг пружи-
ны (усилие при 
1 � 0 и неподвижной нижней поверхности).

Если в формуле (3.125) положить ? � 0, а под &0 понимать
массу лопасти, то задача переходит в задачу о гидродинами-
ческом равновесии тяжелой лопасти. Ввиду отмеченного выше
свойства выражения (3.120) под упругостью можно понимать
упругость конструкции, соединяющей лопасть с горизонтальной
поверхностью. Поэтому, даже жестко закрепленная лопасть име-
ет конечную упругость. Так в соответствующих условиях распор-
ное усилие может вызвать прогиб горизонтальной поверхности.

Гидродинамическая подъемная сила определяется интегралом

& � $

��

0

6������ (3.126)

Рассматривая совместно выражения (3.120), (3.123), (3.125),
(3.126), выполнив интегрирование, получим уравнение, связыва-
ющее высоту подъема лопасти Æ, жесткость пружины � и ее
предварительный натяг �0:

�0 	�Æ �
1

1� #

�
�1	 Æ����1 � Æ���1 � �1� �� �1	 Æ���
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�
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Æ�� � �1� Æ���
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Æ�� � �1� Æ��� � # �1� Æ����1

�

#


Æ���1 � �1� Æ����1

� , � 	� 1,

(3.127)

�0 	�Æ � ��
�
1� Æ

Æ

�
� 2

1� 2Æ
, � � 1�

Результаты численного анализа выражения (3.127) представ-
лены на рис. 3.21. Видно, что без предварительного нагруже-
ния пружины (кривые при �0 � 0) зависимости имеют моно-
тонно убывающий характер. При предварительном нагружении
пружины (кривые при �0 � 0,15) существует предельное значе-
ние безразмерной высоты зазора на выходе (Æ), выше которого
течение невозможно, поскольку при этом жесткость пружины
равна нулю. По физическому смыслу указанные вертикальные
ветви кривых отвечают случаю тяжелой лопасти. При этом под
параметром �0 следует понимать безразмерную массу лопасти.
Двойная логарифмическая анаморфоза графика рис. 3.21 не дает
возможности проанализировать поведение системы в окрестно-
сти малых жесткостей пружины.

На рис. 3.22 представлен фрагмент графика рис. 3.21
в окрестности нулевой жесткости с линейной вертикальной
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Рис. 3.21. Зависимость безразмерной
жесткости � от безразмерной высоты
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Рис. 3.22. Зависимость � от Æ в
окрестности нуля при �
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� 0,15

шкалой жесткости пружины. Видно, что зависимости носят
экстремальный характер. Причем в окрестности экстремума
жесткость пружины отрицательная. Следовательно, для реали-
зации этого режима необходимо использовать тяжелую лопасть,
а пружина (см. рис. 3.19) должна работать на растяжение.
Анализ выражения (3.126) показал, что распорное усилие при
любых параметрах � и Æ положительно (& ! 0).

3.6. Валковое течение аномально вязкой жидкости
при значительной фрикции

Рассматривается работа валковой машины в режиме пере-
мешивания. Для интенсификации процесса перемешивания ис-
пользуют режим работы со значительной фрикцией. Реологи-
ческие свойства значительной части полимеров и резин можно
описать «степенным законом» или законом Освальда де Виля.
Однако непосредственное использование степенного закона при-
водит к значительным техническим трудностям при получении
аналитического решения задачи. В данной работе предпринята
попытка использовать асимптотическое приближение, значитель-
но упрощающее задачу.

Схема течения представлена на рис. 3.23. Валки имеют оди-
наковые радиусы (�), но различную окружную скорость �

1

и �

2

(�

1

� �

2

�. Начало координат помещено в середине сече-
ния минимального зазора. Начало зоны течения характеризует
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координата �, окончание— �1. Текущая полувысота зазора 
���.
Минимальный зазор 2�. Течение плоское, изотермическое.
Среда несжимаемая. Давление однородно по высоте зазора
(�6�� � 0), следовательно, 6 � 6���.

p
R

R

x

y

u1

0

h

u2

x1x0

Рис. 3.23. Схема течения

Течение описывается системой уравнений
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 � 
, 	� � �1, (3.130)

 � �
, 	� � �2, (3.131)

� � �0, 6 � 0, (3.132)

� � �1, 6 � 0, �+
��

� 0, (3.133)

где 6—давление; �, —координаты; ��� —касательное напря-
жение; 	�, 	� —компоненты скорости; =0,�—реологические
константы. Здесь (3.128)— уравнения движения и состояния,
(3.129)— уравнение неразрывности, (3.130), (3.131)— условия
прилипания, (3.132), (3.133)— условия для давления (в концеп-
ции Гаскелла).

Входящий в уравнение состояния (3.128) второй инвариант
тензора скоростей деформации с учетом соотношений

	� � 0, �	�
�


� �	�
��

, 
� �1 � �0, �	�
�


� �	�
��

и уравнения (3.130), имеет вид
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С учетом соотношения (3.134) уравнение состояния (3.128)
примет вид

��� � =0

����	�
�


�����1 �	�
�

� (3.135)

Представим осевую скорость в виде суммы

	� �
�1 � �2

2
	

�1 � �2

2�
 	 	�� ��, � � (3.136)

Первые два слагаемых правой части характеризуют простое
сдвиговое течение, обусловленное фрикцией, а третье — неодно-
родностью давления. Задача сводится к определению функции
	�� ��, �. При этом считаем правомерной оценку

�1 � �2

2
	

�1 � �2

2�
 � 	�� ��, � � (3.137)

Подставив выражение (3.136) в (3.135), с учетом оценки (3.137)
запишем выражение для касательного напряжения в форме

��� � =0

����1 � �2

2�

�����1 ��1 � �2

2�
	

�	��
�


�
� (3.138)

Согласно (3.138) эффекты аномалии вязкости обусловлены
простой сдвиговой компонентой течения. Эффективная вязкость
=0 ���1 	 �2���2
����1 однородна по высоте зазора, но изменяет-
ся по его длине.

Из граничных условий (3.130), (3.131) с учетом (3.136) по-
лучим условия для функции 	�� �  � �
, 	�� � 0.

Дважды проинтегрируем уравнение движения (3.128), с уче-
том выражения (3.138) и граничных условий для функции 	��.
При этом получим

	�� �
1

230

����1 � �2

2�

���1�� �+

��

�
2 � 
2

�
� (3.139)

Найдем осевой расход жидкости по формуле

� �

��

��

	� �, � � ��
��

Проинтегрировав с учетом (3.136), (3.139), получим

� � ��1 � �2�
� 2�3

330

����1 � �2

2�

���1�� �+

��
� (3.140)

С учетом граничного условия (3.133) определим расход

� � ��1 � �2�
1, 
1 � 
 ��1� � (3.141)
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Уравнение для давления (3.140) с учетом (3.141) запишем
так:

�+

��
� 3=

0

�

��

��1 � �

2

2
����� �

1

�

1�� � �

1

�2��� � (3.142)

Примем параболическую аппроксимацию поверхностей вал-
ков 
 � �

0

�1	 -

2

� и перейдем к безразмерным переменным

�-, -

0

, -

1
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(3.143)
C учетом соотношений (3.143) уравнение (3.142) примет вид
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�'
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�2 (3.144)

Известно соотношение�
�'�
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�2�� � '
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Разделив переменные в (3.144) и проинтегрировав с учетом
последнего соотношения и граничного условия (3.132) в форме
- � -

0

, � � 0, получим выражение для безразмерного давления
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Условие (3.133) в безразмерной форме имеет вид - � -

1

,
� � 0. Используя это условие для (3.145), получим уравнение,
связывающее параметры -

0

, -

1
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1 1	 -

2

1

�
2#� 1
2 �1� #�

	 ��

1

�

0

�'�
1� '

2

�1

�
�
1� '

2

1

�
2 �1� #�

�� '

1

�
1� '

2

1

�1

'

0

�
1� '

2

0

�1��
�� � 0� (3.146)

Параметры -

0

, -

1

характеризуют безразмерные границы зоны
течения. Согласно (3.146) их численные значения зависят от
индекса течения �, но не зависят от фрикции.
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Из полученных расчетных выражений (3.145), (3.146) видно,
что использованный способ выделения доминирующей компонен-
ты скорости (простой сдвиг) к рассматриваемой задаче позволяет
значительно упростить расчетные выражения. Расчетные выра-
жения по форме близки к расчетным выражениям, характерным
для ньютоновской жидкости.

Рассматриваемая задача недоопределенная, поскольку число
неизвестных функций превышает количество уравнений. Ввиду
этого анализ задачи проводим в следующей последовательности.
Задаем значение -0 из интервала ��7;�1�, далее с помощью
уравнения (3.146) находим соответствующее значение -1. Расче-
ты выполнены для � в интервале �0,2; 2�.

Результаты расчета представлены на рис. 3.24. Из рисунка
видно, что протяженность зоны течения на входе �-0� ограниче-
на, причем с увеличением численного значения индекса течения
размер зоны течения уменьшается. Например, для � � 2 пре-
дельное значение входной зоны составляет �2 и при дальнейшем
ее увеличении расход жидкости практически не увеличивается,
поскольку стабилизируется значение параметра -1. В случае яр-
ко выраженных псевдопластиков (� � 0,2) с увеличением зоны
входа расход продолжает расти, даже при -0 � �7. Результаты,
представленные на рис. 3.24 вполне согласуются с известными
результатами, полученными при точном решении данной задачи.
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Рис. 3.24
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Рис. 3.25

На рис. 3.25 представлены эпюры давления для � � 0,2; 0,5;
1; 2 при фиксированном размере зоны входа -0 � �2. Из ри-
сунка видно, что с ростом индекса течения расход жидкости
снижается, поскольку уменьшается величина -1. Точки экстре-
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мума давления и окончания течения равноудалены от сечения
минимального зазора. С увеличением индекса течения величина
безразмерного давления снижается.

3.7. Диссипативный нагрев при вальцевании
волокнонаполненных полимерных систем

Представлен теоретический анализ диссипативного нагрева
матрицы в окрестности поверхности волокна. С использовани-
ем преобразования Ханкеля получено аналитическое решение
задачи для вязкой и аномально-вязкой матрицы. Представлены
результаты численного анализа модели.

Известно, что эффективная вязкость наполненных систем
всегда выше вязкости дисперсионной среды. Это обусловлено
появлением дополнительных касательных напряжений на по-
верхности частиц наполнителя и связанных с этим затрат энер-
гии. Поскольку вязкость дисперсионной среды обычно высока
(для резины = � 10

5

Па � с), можно предполагать в условиях
переработки и перемешивания интенсивное тепловыделение у
поверхности волокон. Это может вызвать деструкцию термо-
чувствительных компонентов системы и, следовательно, повли-
ять на качественные показатели готового изделия. Кроме того,
инструментальными методами измерить локальную температуру
диссипативного разогрева практически невозможно. В большин-
стве исследований перерабатываемую среду рассматривают как
однородный континуум.

Целью настоящего рассмотрения является инженерная оцен-
ка диссипативного тепловыделения у поверхности волокна.

В процессе течения волокнонаполненной системы в общем
случае имеет место наклонное нестационарное обтекание волок-
на дисперсионной средой. В данном рассмотрении ограничимся
продольной составляющей стационарного течения.

Отдельное волокно топологически ограничено другими во-
локнами, поэтому считаем, что оно находится в некоторой труб-
ке с полупроницаемыми стенками. Радиус трубки � связан со
средним расстоянием между волокнами и может быть найден
по формуле [79]: � � ���2,1�� �, где �—диаметр волокна, ?—
объемная концентрация волокон. В качестве оценки скорости
осевого перемещения волокна относительно стенок трубки при-
мем " � �13, где �1— скорость деформации наполненной системы,
23—длина волокна. Течение и теплообмен имеет осевую сим-
метрию.
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Схема течения и система координат представлены на
рис. 3.26. Предварительно рассматривается задача о медленном
(Re � 1) сдвиговом течении аномально-вязкой несжимаемой
жидкости. На поверхности волокна (( � ��, �  1) выполняется

αR
0

z
V

R

r

vz

волокно

матрица

стенка

Рис. 3.26. Схема течения

условие прилипания. В качестве граничного условия на пористой
стенке используется условие скольжения Саффмана [80].
Реологические свойства жидкости, как и теплофизические
характеристики, не зависят от температуры. Для жидкости
Оствальда де Виля [� � = ��	���(�

�] течение описывается
системой уравнений

�

�"
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� 0, (3.147)
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( � �, 	� �
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�"

,

где (, .—цилиндрические координаты, � —касательное напря-
жение, 	� —осевая компонента скорости, +—коэффициент
скольжения, �—коэффициент проницаемости пористой среды,
=, �—реологические постоянные, �—отношение радиуса
поверхности волокна к радиусу трубки. Анализ показывает,
что скольжение у стенки не влияет на качественную картину
диссипативного разогрева, поэтому, для упрощения выражений,
далее полагаем � � 0.

Из решения задачи (3.147) находим осевую компоненту ско-
рости и градиент скорости сдвига для аномальной и вязкой
жидкости:
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С точки зрения теплообмена имеем систему двух неогра-
ниченных цилиндров (см. рис. 3.26). Поток тепла вдоль оси .
отсутствует, поэтому учитываем только радиальный поток. В на-
ружном цилиндре (жидкость) действуют непрерывные источни-
ки тепла (диссипативное тепловыделение). Имеем задачу неста-
ционарной теплопроводности с граничным условием четвертого
рода на поверхности волокна. На поверхности внешнего цилин-
дра (( � �) принимаем условие адиабатичности (�@��( � 0�,
поскольку за поверхностью рассматриваемой «трубки» находится
подобная «трубка» с идентичной картиной течения. При этом
теплоотвод за счет охлаждения стенок смесительной камеры
и ротора не учитываем, считая, что рассматриваемая область
находиться в середине перемешиваемой среды. Теплофизические
свойства волокна, например капронового, близки к теплофизи-
ческим свойствам жидкости (резины), поэтому для упрощения
задачи принимаем идентичность теплофизических свойств мат-
рицы и волокна. Начальную температуру системы примем равной
нулю, поскольку ищется превышение температуры над началь-
ной. Диаметр волокна не изменяется.

С учетом принятых допущений и соотношений (3.148) задача
нестационарной теплопроводности описывается системой уравне-
ний
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— число Фурье,
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0

�—безразмерная температура
(форма выражения зависит от индекса течения), ��-�—безраз-
мерная диссипативная функция (форма выражения зависит от
индекса течения),
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Для решения задачи (3.149) используем интегральное преоб-
разование Ханкеля [6]. При этом в области изображений имеем
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��	 ��, (3.150)
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�=�-�—функция Бесселя нулевого порядка, =� —корни
уравнения �

1
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Решение задачи (3.150) в области изображений имеет вид
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Здесь трансформация диссипативной функции имеет вид
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Применив формулу обращения, перейдем к оригиналу темпе-

ратуры:

A � 2�

0

F

0

	2
�	
��

1

��
�

0

�3�'�

3

2

��

2

� �3��
�1� ���

��=

2

�
F

0

��
� (3.152)

Согласно первому слагаемому в правой части выражения
(3.152) температура растет неограниченно во времени. При
численном анализе выражений (3.151), (3.152) учитыва-
лись первые 20 членов ряда. Собственные числа задачи:
=

1

� 3,8317, ��� ,=

20

� 63,61136. Интегралы �� целесообразно
вычислять методом механических квадратур, поскольку при их
представлении в виде рядов имеет место плохая сходимость,
особенно для больших значений =�. На рис. 3.27 представлены
расчетные эпюры температур, выполненные для �=0,2 и � � 1.
Координата - � � � 0,2 характеризует положение поверхности
волокна (показано вертикальной штриховой линией). Соот-
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ветственно, зона 0,2 -  1 отвечает жидкости. Видно, что
наиболее резко температура растет в начальный момент времени.
При этом радиальное распределение температур подобно
распределению осевой скорости. Однако экстремум температуры
находиться не на поверхности волокна (как это имеет место
для градиента скорости), а смещен в сторону жидкости.
Вероятно, это связано с отводом тепла поверхностью волокна.
Следовательно, наиболее интенсивную термическую деструкцию
термочувствительных компонентов матрицы следует ожидать не
на поверхности волокна, а на некотором удалении, т. е. внутри
матрицы. С течением времени наблюдается равномерный рост
температуры, а радиальный градиент температуры уменьшается.
Анализ показал, что для аномально-вязкой жидкости, не смотря
на количественное отличие, характер изменения температур
подобен представленному на рис. 3.27.
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Рис. 3.27. Эволюция температурного поля при 6 � 0,2

На рис. 3.28 представлена зависимость максимальной безраз-
мерной температуры A� � ����A�(, F

0

�� от числа Фурье и безраз-
мерного параметра �. Видно что зависимости носят монотонно
возрастающий характер. С уменьшением относительного диамет-
ра волокна максимальная температура повышается.

Выполним оценку диссипативного саморазогрева при переме-
шивании капроновых волокон с резиновой матрицей на смесите-
ле «Вернер–Пфляйдерер». Объем камеры смешения " � 330 л,
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Рис. 3.28. Зависимость максимальной температуры 7� от числа Фурье при
различных значениях 6

мощность привода—� � 1870 кВт. Без учета потерь мощности
средний градиент скорости сдвига составляет �1 � �����" � �
� 3,42 с�

1

, где �—плотность (� � 1200 кг/м

3

�, � — теплоем-
кость (� � 1380Дж/кгК). Диаметр волокна � � 30 � 10�

6

м.
Следовательно, радиус «трубки» � � ��� � 150 � 10�

6

м. Дли-
на волокна 23 � 0,01м. Скорость осевого перемещения волокна
относительно стенок трубки " � �13 � 0,0171м/с. Коэффициент
температуропроводности резины > � 9 � 10�

8

м

2

/с. Если протя-
женность интенсивной деформации 1 см, то при окружной ско-
рости гребня ротора 0,5м/с время пребывания волокна составит
0,02 с. Соответствующее значение числа Фурье F0 � 0,08. Со-
гласно формулам (3.151), (3.152) или номограммы, представлен-
ной на рис. 3.28, расчетное значение максимальной безразмерной
температуры равно A � 0,51. Повышение размерной температу-

ры найдем по формуле @ �
73�

2

� ��2 6 . Оно составляет @ � 38,4К.

Отметим, что оценка выполнена достаточно грубо, но и из нее
уже видно, что повышение температуры может быть весьма зна-
чительным.
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МАТЕМАТИЧЕСКИЕ МОДЕЛИ

ВАЛКОВОГО ТЕЧЕНИЯ ТЯЖЕЛЫХ

ВЯЗКОПЛАСТИЧЕСКИХ СРЕД

В главе рассмотрено движение в валковом зазоре двух типов
вязкопластичных сред—Шведова–Бингама и Гершеля–Балкли.
Сохраняются основные допущения, принятые для рассматрива-
емого вида течения в гл. 3. Определены основные характери-
стики течений. Проведен анализ особенностей течений. Указаны
границы применимости полученных математических моделей те-
чения. Алгоритм решений задач течения вязкопластичных сред
существенно отличается от вышерассмотренного решения задач
течения вязких и аномально вязких жидкостей. В частности,
эпюра давления имеет излом (разрыв первой производной) на
стыке зон прямотока и противотока.

4.1. Течение среды Шведова–Бингама

4.1.1. Постановка задачи. Для процесса нанесения со-
ставов типа паст или густых суспензий возникающие усилия
сравнительно невелики, и основным технологическим парамет-
ром процесса является толщина материала, получающаяся на
поверхности валков после выхода из рабочего зазора. При этом
силы вязкого трения соизмеримы с силами тяжести.

Полагаем, что валки имеют достаточную длину, пренебрегая
тем самым течением материала вдоль валков (задача плоская,
���. � 0). Физические свойства жидкости не зависят от темпе-
ратуры и давления.

Схема течения и принятая система координат представлены
на рис. 4.1 Начало декартовой системы координат помещено в се-
редине сечения минимального зазора. Ось  направлена гори-
зонтально, ось �—вертикально вниз. Уровень жидкости � � �0
постоянен. Объемный расход жидкости �. Окружная скорость
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валков " , а их радиус �. Минимальный зазор между валками
2�0, а текущий 2
. Текущая толщина квазитвердого ядра 2
0.

4

15 3

�

H0

x0

p

R R

V V

1
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2

x

x1

h x0( )

h x( )

x

0
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y

Рис. 4.1. Схема течения вязкопластической среды в вертикальном зазоре меж-
ду валками: 1—валки, 2—жидкость, 3 ,4—первая (противотока) и вторая
(прямотока) зоны вязкопластического сдвигового течения, 5—квазитвердое

ядро

Рассмотрим основные уравнения, описывающие течение вяз-
копластичной тяжелой жидкости в валковом зазоре. Течение
стационарное (���t=0). В декартовых координатах движение
несжимаемой сплошной среды описывается следующей системой:

уравнение неразрывности
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� 0,

уравнения движения
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,

где 2�, 2� — составляющие ускорения (массовой силы: 2� � 2,
2� � 0); 6—изотропное давление; ��� —компоненты напряже-
ний; 	�, 	� —компоненты скорости.
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Для асимптотической оценки членов уравнения движения
используем реологическую модель вязкопластической жидкости
Гершеля–Балкли (� = �0 	 �1

��, которая как частный случай
(7 � 1) включает модель Шведова–Бингама.

Составляющие девиатора тензора напряжений вычисляются
по формулам

��� � 2$ � 	�
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Непосредственное решение задачи возможно исключительно
численными методами. При этом, однако, следует учитывать,
что задача содержит внутреннюю и внешнюю нелинейность, что
существенно затрудняет построение разностной схемы. Внут-
ренняя нелинейность обусловлена нелинейными реологическими
свойствами среды и неизвестной границей квазитвердого ядра,
внутри которого напряжения не превышают �0 , а на его границе
выполняются условия Генки–Мизеса и непрерывность скорости
жидкости (задача с неизвестной границей). Внешняя нелиней-
ность обусловлена криволинейной подвижной границей тече-
ния— поверхностями валков. В свете сказанного представляется
целесообразным выполнить упрощения задачи, базирующиеся на
сильной вытянутости зоны течения, и привести рассматриваемую
задачу к задаче контактной гидродинамики.

Характерными размерами зоны течения (масштабами) явля-
ются: в направлении оси �—продольный размер 3, в направле-
нии —минимальный зазор �0.

Введем параметры и безразмерные переменные:

4 � �0�3, "� � 	��" , "� � 	��" , 5 � ��3, � � ��0�

Составляющие девиатора тензора напряжений примут вид:
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Рассматриваем случаи, когда имеет место неравенство 4� 1.
Пренебрегая в выражении для + величинами порядка 4 и выше
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и учитывая уравнение неразрывности �"���� � �4�"���5,
можем записать асимптотическую оценку для +:

+ �
�

�0
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Подставив выражения для + и $ в компоненты напряжений,
получим
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Подставим найденные компоненты напряжений в уравнения
движения
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5 В.М. Шаповалов
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Введем обозначения (см. также (4.46), (4.47))
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Для поперечной скорости в конвективных слагаемых урав-
нений используем ее представление через осевую скорость из
уравнения неразрывности. Разделим все слагаемые уравнений
движения на комплекс �(V/�0�
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Уравнения содержат множитель при конвективных членах
�� 2

� ����0�
� 4, который представляет число Рейнольдса для рас-

сматриваемого течения. Для ньютоновской жидкости и среды

Шведова–Бингама (7 � 1) критерий Рейнольдса Re �
�� �0

�
4.

В стоксовом приближении условием применимости модели слу-
жит неравенство Re � 1. Далее, отбрасываем слагаемые, содер-
жащие множителем малый параметр:
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Для давления введем обозначение La� � +�0
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. Кроме

того, используем уравнение неразрывности ���
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� �4���
�-

. При
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этом уравнения движения примут вид

St��� La�

�-
	

�

��

��
&��

������� � 	
������
��

�����1	 ���
��

�
� 0,

�� La�

��
	 242 �

��

��
&��

������� � 	
������
��

�����1	 ���
�-

�
� 0�

Из второго уравнения следует, что изменение давления в по-
перечном сечении является величиной второго порядка малости
(42), поэтому вторым уравнением можно пренебречь, считая дав-
ление функцией продольной координаты.

Для анализа используем первое уравнение движения (про-
екция на ось �), учитывающее силы тяжести, давление и силы
вязкого трения:

St��� La�

�-
	

�

��

��
&��

������� � 	
������
��

�����1	 ���
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Выполним оценку для валковой сушилки со следующими
характеристиками: � = 965 кг/м3, 7 � 1, 3 � 0,3 м, �0 � 10�3 м,
� � 0,6 м, �0 � 4Па, � � 0,026Па � с, � � 4мин�1, " � 0,251м/с.

Число Рейнольдса составляет

Re �
�� 2

� ����0�
� 4 �

965 � 0,2512
0,026 � �0,251�10�3�1

� 0,0033 � 0,0152�

Оценка сил тяжести жидкости

St� � �.�0

�

�
�0

�

��
�

965 � 9,81 � 10�3

0,026
� �10�3�0,251�1 � 1,4506�

Видно, что силы тяжести жидкости следует учитывать, посколь-
ку они соизмеримы с силами вязкого трения и на два порядка
превосходят силы инерции.

На рис. 4.2 представлены зависимости числа Рейнольдса
(рис. 4.2а) и комплекса, характеризующего влияние сил тяжести
(рис. 4.2 б) от частоты вращения валков для сред различной
вязкости. С увеличением вязкости среды и понижением числа
оборотов проявление сил инерции снижается. Влияние сил тя-
жести снижается с увеличением числа оборотов валков.

С учетом выполненных оценок приходим к следующей систе-
ме уравнений движения среды Гершеля–Балкли в зазоре вра-
щающихся валков:
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(4.1)

5*
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n
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0,038
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n0 3 6 9 12
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Рис. 4.2. Зависимость числа Рейнольдса (а) и сил собственного веса (б) от
частоты вращения валков при различной вязкости жидкости � � 0,007Па . с
(пунктир), � � 0,014Па . с (сплошная), � � 0,03Па . с (штриховая линия)

Соответственно, уравнения для среды Шведова–Бингама
имеют вид
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Рис. 4.3. Эпюры осевой скорости
в различных сечениях при течении

вязкопластической среды

где � � 
����1�, 1 � �	���.
Всю область течения в меж-

валковом зазоре, по характеру
изменения градиента давления
и скорости, можно разбить
на две зоны (см. рис. 4.1
и рис. 4.3):

в первой (�0  �  ��)
градиент давления положителен
(�6��� ! 0), а в зоне вязкопла-
стического течения (
0    
)
осевая скорость квазитвердого
ядра меньше окружной скоро-
сти поверхности валков (	�  
� " , условно назовем ее зоной
противотока);

во второй (��  �  �1)
градиент давления отрицателен
(�6���  0), а в зоне вязкопла-
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стического течения (
0    
) скорость квазитвердого ядра
превышает скорость валков (	� ! " , условно назовем ее зоной
прямотока).

На стыке зон (� � ��, 
0 � 
) осевая скорость квазитвер-
дого ядра равна окружной скорости валков (	� � " ), а эпюра
давления в общем случае (�0 	� 0) имеет излом (�6���������0 	�	� �6���������0�. В выходном сечении � � �1 квазитвердое
ядро касается поверхностей валков (
0 � 
), а осевая скорость
однородна по сечению (	� � " ). На входе � � �0 и на выходе
� � �1 давление равно атмосферному и без снижения общности
полагаем 6 � 0.

В произвольном поперечном сечении выполняется граничное
условие прилипания среды на непроницаемой поверхности, а так-
же условие текучести Генки–Мизеса (рис. 4.4) и непрерывности
скорости на границе квазитвердого ядра.
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Рис. 4.4. Условие Генки–Мизеса

Таким образом, уравнения (4.2) следует дополнить следую-
щими граничными условиями:

входное сечение
� � �0, 6 � 0, (4.3)

первая зона (противотока) �0  �  ��:
условие прилипания

 � 
, 	� � " , (4.4)

на границе ядра

 � 
0, 1 � 0, ����� � �0, 	� � 	0, (4.5)
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стык зон противотока и прямотока

� � ��, 	� � " , 


0

� 
, (4.6)

вторая зона (прямотока) ��  �  �

1

:
условие прилипания

 � 
, 	� � " , (4.7)

на границе ядра

 � 


0

, 1 � 0, ����� � �0, 	� � 	0, (4.8)

выходное сечение

� � �

1

, 6 � 0, 	� � "

,

�������� � 0, (4.9)

условие симметричности

�

0

 �  �

1

,  � 0,1 � 0, ��� � 0� (4.10)

Необходимо отметить особенность граничных условий (см.
условие (4.9)). Так называемое кавитационное (рейнольдсово)
граничное условие (�6��� � 0) в данной задаче неприемлемо.
Поэтому предложено использовать в качестве условия остановки
течения равенство нулю касательного напряжения на стенке
валка.

4.1.2. Решение задачи. Проинтегрируем уравнение движе-
ния из (4.2):

��� �
��+

��
� �2�  	�

1

,

с учетом условия симметрии (4.10) �

1

� 0 и, окончательно,
имеем:

��� �
��+

��
� �2� � (4.11)

Распределение напряжений сдвига по ширине зазора линей-
но. Имеется симметричная область относительно оси �, в ко-
торой ����� � �

0

, в ней среда Шведова–Бингама ведет себя по-
добно твердому телу (однако в квазитвердом ядре �	���� 	� 0).
С учетом однородности осевой скорости по поперечному сечению
квазитвердого тела предположительный тип его деформации—
чистый сдвиг. Текущий размер квазитвердого ядра 


0

определя-
ется из уравнения (4.11) с учетом (4.5) и (4.8):

��

0

�
��+

��
� �2�


0

� (4.12)

Здесь и ниже знак � указывает на принадлежность выражения
к первой (� � 	1) или второй зоне (� � �1).
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Рассматривая совместно (4.11) и уравнение состояния из
(4.2), можем записать

��0 	 �1 �
�
�+

��
� �2

�
,

или, учитывая (4.12), �
�+

��
� �2

�
�

%0
�0
�

С другой стороны �
�+

��
� �2

�
�

%0 � �8



�

Исключая из двух последних выражений давление, можем запи-
сать

%0
�0

�
%0 � �

�	�
�




�

Откуда получаем уравнение для скорости в зоне градиентного
течения

�	�
�


�
%0
�

�



�0
� 1
�
� (4.13)

Разделим переменные и проинтегрируем (4.13):

	� �
%0
�

�

2

2�0
� �2

2�0
�  	 


�
	�1�

Постоянную �1 находим из условия прилипания (4.4) и (4.7)
�1 � " . Получим выражение для осевой скорости в зоне гради-
ентного течения:

	� �
%0
�

�

2 � �2

2�0
�  	 


�
	 "� (4.14)

Осевая скорость квазитвердого ядра 	0 находится из условий
(4.5), (4.8):

	0 �
%0
�

�
�2
0 � �2

2�0
� 
0 	 


�
	 " ,

но учитывая соотношения

�2
0 � �2

2�0
� 
0 	 
 �

�2
0 � �2 � 2�2

0 � 2��0

2�0
� � ��0 � ��2

2�0
,

можем записать более компактно:

	0 � �%0 ��0 � ��2

2��0
	 "� (4.15)
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Расход жидкости в (4.2) складывается из осевого расхода
квазитвердого ядра и расхода в зонах вязкопластического течения :

� � 2	

0




0

	 2
��

�

0

	���

Выполнив интегрирование с учетом (4.14) и (4.15), получим
выражение для расхода:

� � 2" 
	
%

0

3��

0

�
� 


0

��


2

0 	 



0

� 2


2

� � (4.16)

4.1.3. Анализ решения. Для анализа поля скоростей мож-
но использовать функцию тока, аналогично как это было по-
казано выше (см. раздел 2.1.2). Однако при этом необходимо
учитывать составной характер зоны течения вязкопластичной
жидкости.

В области квазитвердого ядра (  


0

) функция тока с уче-
том условия  � 0, � � 0 находится следующим образом:

��

0

�� �

��

0

	

0

�, � � 	

0

�

Скорость ядра определена выражением (4.15). На границе ядра
функция тока � � 	

0




0

.
В зонах градиентного течения с учетом условия  � 


0

, � �
� 	

0




0

, можем записать
��
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0

�� �
��
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0

	���

Интегрируя с учетом выражения (4.14), получим
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С учетом обозначений (4.17) и соотношений (2.13), (2.15), запи-
шем выражение для безразмерной функции тока в зонах гради-
ентного течения:

� � �
�1	 -

2

�	 �, �1	 -

2

�2 �
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9 � 1�

2

2
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Предельные свойства функции тока в зонах градиентно-
го течения. На поверхности валка (� � 1) функция � принима-
ет значение

� � 1	 -2 � %&
�
1� '2

�2
�1� 9�3

39
�

Соответственно, на поверхности ядра (� � ;)

� � ;
�
1	 -2

�
� �,

�
1	 -2

�2 � 9 � 1�2

2
�

В пределах ядра безразмерная функция изменяется линейно:

� �
�
1	 -2

�
� � �,

�
1	 -2

�2 � 9 � 1�2

29
��

В этих выражениях функция ;�-� определяется согласно (4.26).
Условие циркуляции жидкости на входе определяется по ско-

рости движения ядра. Применяя условие � � 	1,  � 0, � � �0,
	0  0 к выражению (4.15), получим неравенство

� 0
2��0

�
0 � 
�2 	 "  0,

или, переходя к обозначениям (4.17),

�&

2

�
1	 -20

�
�; �-0�� 1�2 	 1  0�

Следовательно, циркуляция имеет место, если для координаты
входа выполняется условие

-20 !
2

& �1� 9 �'0� �
2 � 1�

Здесь функция ;�-� определяется согласно (4.26). Величина -�,
определяемая выражением -2� � 2,�1 �1� ; �-0���2 � 1, характе-
ризует координату точки остановки течения. В случае циркуля-
ции жидкости выполняется условие -20 ! -

2
� .

В безразмерной форме решение имеет более компактный вид,
что значительно упрощает анализ. Введем безразмерные пара-
метры и переменные:

�-, -0, -�,�
 � ��,�0,��,�1��
2��0

, St � �.�2
0

��
, 0 �

�

��0
,

La �
+�2

0

��
�
2��0

, , �
0�0

��
, ; �-� �

�0 ���

� ���
� (4.17)

Для анализа решения необходимо знать конкретные значе-
ния геометрических характеристик и физических свойств об-
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рабатываемой среды. В качестве примера рассмотрим тече-
ние пасты в валковой вакуумной сушилке при сушке ксанто-
гената калия. Условия переработки и свойства пасты следу-
ющие: 2� � 1,2 м; � � 4 об/мин; �0 � 4Па; � � 0,026Па � с;
� � 965 кг/м3; �0 � 5 � 10�4 м. При этом окружная скорость вал-
ков " � /���30 � 0,251м/с; St � 0,362; , � 0,306. Полученный
результат (St и , величины одного порядка) подтверждает необ-
ходимость учета сил тяжести в уравнении сохранения импульса
(4.2).

Выполним оценку пределов изменения St и ,. Вязкопласти-
ческими свойствами обладает довольно широкий ряд жидкостей
и растворов, поэтому выберем две из них, обладающие макси-
мальными и минимальными реологическими характеристиками
на заданном диапазоне: раствор, близкий к ксантогенату калия,
и раствор цемента. Согласно этому выбору, диапазон изменения
реологических параметров следующий: касательное напряжение
�0 � 1  40Па, вязкость � � 0,01  0,1Па � с, плотность � �
� 900  1800кг/м3. Механические параметры аппарата следую-
щие: минимальный зазор между валками �0 � 0,00025 0,0015,
количество оборотов в минуту каждого валка изменяется вариа-
тором в пределах � � 4 12 об/мин.

В соответствии с принятыми предельными значениями пара-
метров пределы изменения St � 0,007 15,8, , � 0,003 23,9.

Для поверхности валка принимаем параболическое прибли-
жение (3.15).

Представим безразмерные переменные (4.17) следующим об-
разом:


0��� � ; 
���, �0 �
&��

�0
� (4.18)

Учитывая (4.18), запишем выражение расхода (4.16) в безраз-
мерной форме

0 �
2� �

��0
	

%&��

3�9���2
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�
� ;
�
�
;2
2 	 ;
2 � 2
2

�
,

где 
 определяется согласно (3.15).
Преобразовав это выражение, получим

0 � 2
�
1	 -2

�
	 �,

�
39 � 93 � 2

�
39

�
1	 -2

�2
� (4.19)

Кубическое относительно ; уравнение (4.19) описывает распре-
деление безразмерной ширины квазитвердого ядра ; по длине
зоны течения -.
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Соответственно находим уравнение для давления (4.12)
в безразмерных переменных (4.17). Остаются в силе преобразо-
вания (4.18) и уравнение (2.15), но они представлены в виде:

� � -
�
2��0 , 6 �

La ��
�
2��0

�2
0

, �2 �
St ��

�2
0

� (4.20)

Учитывая (4.20), запишем уравнение (4.12) в безразмерном
виде:

� La
�'

� St	 %&

9
�
1� '2

� � (4.21)

В выходном сечении - � �, ; � 1 и в соответствии с (4.19)
0 � 2�1	 �2�, а из (4.21) следует граничное значение градиента
давления � La

�'
� St� &

9
�
1� �2

� при - � �. С другой стороны, в се-

чении - � -� квазитвердое ядро также касается поверхностей
валков (; = 1) и согласно (4.15) скорость ядра 	0 � " . При этом
для расхода из (4.19) имеем 0 � 2�1	 -2��. Сопоставляя выраже-
ния расхода в сечениях - � � и - � -�, получим -� � ��. Зона
прямотока симметрична относительно минимального зазора.

Решаем уравнения (4.19), (4.21) с учетом граничного условия
(4.9) и равенства:

� � � 
����- 	 ��, (4.22)

учитывающего знак скорости сдвига.
Разделяем переменные и интегрируем выражение (4.21)

с учетом условия (4.3):

La � St �- � ��� ,
��

	

��� �' � ���
1� '2

�
9
�-, (4.23)

где ; —корень кубического уравнения (4.19).
Решение кубического уравнения (4.19) ищется с учетом сле-

дующего граничного условия: при - � �, ; � 1, тогда

0 � 2�1	 �2�� (4.24)

Подставим выражение (4.24) в (4.19) и приводим к виду

� %&
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�
1	 -2

�2
;3 	

�
2
�
-2 � �2
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Кубическое уравнение имеет вид

;3 	 �; 	� � 0, � � �
6
�
'2 � �2

�

%&
�
1� '2

�2 � 3, � � 2� (4.25)

Анализ показывает, что дискриминант уравнения (4.25) все-
гда отрицателен. Действительный корень уравнения

; � 2. �


%
) � 	
����
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3
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, . �
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�������1�

2
���'2 � �2
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&
�
1� '2

�2

������ � (4.26)
Функция ;�-�, построенная по уравнению (4.34), представлена
на рис. 4.5. В частности, расчетная зависимость подтверждает
полученный выше результат о симметрии зоны прямотока.

ζ( )ξ

��
�1 �0,8 �0,6 �0,4 �0,2 0 0,2

0,6

0,8

1

�

ξ

Рис. 4.5. Распределение безразмерной ширины квазитвердого ядра 9 по длине
зоны течения '

Возвращаясь к уравнению (4.23) и учитывая условие (4.3),
получим следующее интегральное уравнение для расчета коор-
динаты входного сечения -0:

St �-0 � �� � ,
�0�

	

��� �'0 � ���
1� '20

�
9
�-� (4.27)

Для выяснения характера распределения давления в зоне
гидродинамического контакта анализ уравнения (4.21) удобно
представить графически.

При течении жидкости между валками, при различных зна-
чениях реологических параметров, можно выделить несколько
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режимов течения. Находим граничные значения параметра St
при заданном параметре ,. Параметр , определяет вязкопла-
стические свойства жидкости— чем он больше, тем более ярко
выражены пластические свойства жидкости (при , � 0, мы име-
ем дело с ньютоновской жидкостью). В свою очередь, параметр
St характеризует влияние гравитационных сил на процесс вал-
кового течения — чем параметр больше, тем в большей степени
искажается характер течения жидкости в зазоре. При St � 0
сила тяжести не оказывает влияния на течение.

Границы режимов валкового течения находятся из граничных
условий. Учитывая условие (4.19) из (4.21) получаем границу
первого режима $ (0  St  $):

$ �
&

1� �2 � (4.28)

Граница второго режима— критическое значение числа Сток-
са Stкр, определяется из (4.21), (4.34) с учетом условия: - � 0,
� La ��- � 0. После несложных преобразований имеем

St�� � &

9�
, ;� � 2.� �
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1��(��3
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3

, .� �

$
1	 2�2

&
�

(4.29)
Таким образом, второй режим имеет место, если число Сток-

са находится в интервале $  St  Stкр. Соответственно третий
режим наступает при St ! Stкр.

Первый режим течения, условно названный «легким», харак-
теризуется малым влиянием силы тяжести на процесс течения,
а поведение жидкости близко к ньютоновским жидкостям. Ре-
альная сушилка работает в режиме, близком к первому.

Второй режим течения, условно названный средним, харак-
теризуется существенным влиянием силы тяжести и вязкопла-
стических свойств жидкости на процесс течения. Именно в этом
режиме проявляется эффект разряжения в окрестности выхода
жидкости из зазора валков.

Тяжелый режим течения характеризуется значительным вли-
янием гравитационных сил и высоковязкопластических свойств
жидкости. Его трудно реализовать практически— для этого
необходимо герметично отделить верхнюю часть валков от ниж-
ней.

Рисунок 4.6 иллюстрирует положение критических точек
и диапазоны режимов на оси St.

Отметим, что зависимость критического числа Stкр от коор-
динаты точки выхода �, при различных значениях ,, нелинейна
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0 B St
кр

St

321

Рис. 4.6. Шкала St с указанием характерных областей течения: 1—легкий;
2—средний; 3—тяжелый режимы валкового течения

(рис. 4.7). Как видно из выражения (4.29) при , � 0 (ньютонов-
ский случай) происходит деление на ноль, поэтому для расчета
было принято близкое к нулю значение , � 0,001.
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Рис. 4.7. Зависимость координаты точки выхода � от St�: при 1—& � 0,001,
2— & � 1, 3— & � 5, 4— & � 10, 5— & � 20

Для суспензии ксантогената калия и заданной сушилки рас-
четные значения границ областей течения следующие: $ �
� 0,281, Stкр � 0,700. При этом значения St в серединах соот-
ветствующих диапазонов: для легкого режима St � 0,165, для
среднего режима St � 0,490, для тяжелого режима возьмем точ-
ку St � 0,8.

На рис. 4.8–4.12 схематически изображены распределения
� La ��- и La по длине зоны течения при различных режимах
течения в зависимости от соотношения параметров St , , и �.

Нелинейность модели Шведова–Бингама проявляется в том,
что эпюра безразмерного давления имеет точку излома на грани-
це областей прямотока и противотока. Это создает значительные
вычислительные трудности, а модель Гершеля–Балкли возмож-
но рассчитать только численными методами, например, методом
Рунге–Кутта.

На схеме рис. 4.8 представлено распределение градиента дав-
ления по длине зоны течения без учета сил тяжести (St = 0).



4.1. Течение среды Шведова–Бингама 143
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Рис. 4.8. Распределения градиента давления � La ��' (штриховая линия) и
безразмерного давления La (сплошная) по длине зоны течения без учета сил

собственного веса (St � 0). Пунктирные линии—функции 	�

Течение вязкопластической жидкости возможно, если градиент
давления отвечает одному из условий:
� La ��- ! 	$ на интервале -0  -  ��;
� La ��-  �$ на интервале ��  -  �.
Если �� La ��-�  $, то ; � 1, квазитвердое ядро занимает

весь зазор и течение не возможно. В сечении - � �� функция
� La ��- терпит разрыв, а эпюра давления имеет излом, так как
� La ��- � �$ при - ! �� и � La ��- � $ при -  ��. В случае
вязкой жидкости (, � 0 и $ � 0) излом эпюры давления (или
скачок градиента давления) отсутствует. В выходном сечении
- � � градиент давления не равен нулю и кавитационное усло-
вие � La ��- � 0, правомерное для вязкой жидкости, заменя-
ется условием остановки течения вязкопластической жидкости
� La ��- � �$. На участке �-�  � функция � La ��- симмет-
рична относительно вертикальной линии - � 0, что следует из
четности функций � La ��- и ; в (4.19) и (4.26).

На рис. 4.9 показан случай слабого влияния сил тяжести
(St  $). Проявление сил тяжести заключается в подъеме «пла-
стического прямоугольника», ограниченного линиями ��, �,
	$, �$, на величину St по оси � La ��- (в новом положении
он ограничен линиями ��, �, St	$, St�$). Распределение
давления качественно мало отличается от первого случая: на
участке -0  -  ��, � La ��- � St	$, а на участке �-�  �,
� La ��- � St�$.

Схема для случая St ! $ показана на рис. 4.10, и 4.11.
Видно, что на участке �-� �, функция La имеет два экстремума,
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Рис. 4.9. Распределения градиента давления � La ��' (штриховая линия) и
безразмерного давления La (сплошная) по длине зоны течения при St � 0,162.

Пунктирные линии—функции St	�

расположенных симметрично относительно сечения минимально-
го зазора - � 0. Причем, минимум в окрестности - � � предпо-
лагает разряжение La 0. В ньютоновском случае (, � 0) или
без учета силы тяжести (St � 0) отмеченный эффект исчезает.
Максимум давления из точки - � �� смещается к выходному
сечению.
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Рис. 4.10. Распределения градиента давления � La ��' (штриховая линия) и
безразмерного давления La (сплошная) по длине зоны течения при St � 0,490.

Пунктирные линии—функции St	�

Границей между случаями легкого и среднего режимов явля-
ется касание нижней стороной «пластического прямоугольника»
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Рис. 4.11. Распределения безразмерного давления La по длине зоны течения
при St � 0,490

оси -. При этом, положив в (4.26) ; � 1, - � �, � La ��- � 0,
� � �1, получим St � $. В точках - � �� � La ��- � 0, а на
интервале �-�  � � La ��- 0.

Наконец, при значительном влиянии сил тяжести градиент
давления на всем участке течения положителен (рис. 4.12) и гра-
ничное условие (4.3) для сечения входа - � -

0

, La � 0 не выпол-
няется. Во всей области течения давление вакуумметрическое.
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Рис. 4.12. Распределения градиента давления � La ��' (штриховая линия) и
безразмерного давления La (сплошная) по длине зоны течения при St � 0,8.

Пунктирные линии—функции St	�

Практически реализовать этот режим можно либо создавая по-
ниженное давление над поверхностью жидкости на входе (при
- � -

0

�, либо создавая избыточное давление на выходе— в сече-
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нии - � �. Проявляется наносной эффект валков, обусловленный
силами вязкого трения среды, который положен в основу работы,
например, валкового экструдера, а также имеет место в процессе
нанесения покрытия на твердую металлическую ленту.

Свойства режимов среды Шведова–Бингама сведены
в табл. 4.1.

Т а б л иц а 4.1

Режим
Границы

Свойства
Нижняя Верхняя

Легкий St = 0 St � �

На интервале '

0

� ' � �� функция моно-
тонно возрастает; на интервале �� � ' � �
функция монотонно убывает; в сечении
' � �� функция � La ��' терпит конеч-
ный разрыв, а эпюра давления имеет из-
лом. Течение возможно, при условиях:
� La ��' � �� на интервале '

0

� ' � ��;
� La ��' � �� на интервале �� � ' � �.
Если �� La ��'� � �, то 9 � 1, т. е. ква-
зитвердое ядро занимает весь зазор и тече-
ние не возможно.
В выходном сечении ' � �, � La ��' 
� 0.
Условие остановки течения вязкопластиче-
ской жидкости � La ��' � ��.

Средний St � � St � St

кр

На участке �'� � � функция La имеет два
экстремума, расположенных симметрично
относительно сечения минимального зазо-
ра (' � 0); минимум в окрестности ' � �
предполагает разряжение (La � 0).
� La ��' � 0 на интервале �'� � �.

Тяжелый St � St

кр

�
Монотонно возрастающая функция
(� La ��' � 0); излом в точке ��;
на входе необходимо вакуумирование
(La�' � '

0

� � 0).

Необходимо отметить, что во всех описанных режимах харак-
тер поля скоростей сохраняется: квазитвердое ядро в сечениях
�-� � � касается поверхности валков, а в зонах вязкопластическо-
го течения выполняются неравенства -

0

 -  ��, �	��� ! 0—
в области противотока, �-�  �, �	��� 0— в области прямо-
тока.

Анализ может быть распространен и на случай St 0, кото-
рый имел бы место, если в схеме рис. 4.1 направление вращения
валков изменить на противоположное, а материал подавать сни-
зу. В частности, следует ожидать смещения координаты макси-
мума давления к области входа.
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Оценка влияния гравитационных сил на процесс валкового
течения вязкопластической жидкости приведен на рис. 4.13. Из
рисунка видно, что для достижения идентичной толщины мате-
риала на выходе, характеризуемого величиной �, в случае тяже-
лой жидкости требуется меньший уровень жидкости в валковом
зазоре.

�0

0 0,1 0,2 0,3 0,4

0,5

1,5

�

Рис. 4.13. Графическая оценка влияния гравитационных сил на процесс вал-
кового течения вязкопластической среды: с учетом сил собственного веса
(сплошная линия — St � 0,362); без учета силы тяжести (пунктирная линия —

St � 0)

Математическая модель позволяет определить характерные
диапазоны скоростей и напряжений сдвига, необходимые при
определении реологических констант. Наименьшее касательное
напряжение и скорость сдвига имеют место на оси течения  � 0,
�������� � 0, ����1� � 0. Соответственно, наибольшее касатель-
ное напряжение 
������� и скорость сдвига 
���1� имеют место
в точках � � 0,  � ��

0

(или - � 0, ; � �


0

��

0

�. Используя
уравнения (4.12) и уравнение состояния из (4.2), с учетом (2.15),
(4.17), (4.21), (4.34), можем записать:


���1� �


0

�
�

1

9� �

1

� , 
��� ���� �


0

9�

,

где ;
�

определяется согласно (4.29).
Найдем интегральные параметры течения.
Сила трения, действующая со стороны жидкости на поверх-

ность валка единичной длины с учетом (4.11), (4.12), (4.17),
определяется интегралом

& �
��

1

�

0

��������� �
 ��� ��,
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С учетом соотношений �
� � �1	 � �

2

���1�2, ��� �
� �
��� � ���, �
��� � 1 � 0,5�

2

��

2

, � � �, ������� �
� ��

0

�;, можем записать

& � ��

0

�2��

0

�	

�

0

��� �' � ���'

9 �'�

,

где функция ;�-� описывается соотношениями (4.26). Крутящий
момент валка можно вычислить по формуле * � &�.

Оценка влияния гравитационных сил на силу трения, дей-
ствующую со стороны жидкости на поверхность валка, дана на
рис. 4.14. Видно, что при прочих равных условиях, в частности
для нанесения на поверхность валка слоя идентичной толщины,
силы тяжести снижают величину трения жидкости о поверх-
ность валка.
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Рис. 4.14. Графическая оценка влияния гравитационных сил на силу трения,
действующую со стороны жидкости на поверхность валка: с учетом сил
собственного веса (сплошная линия — St � 0,362); без учета силы тяжести

(пунктирная линия — St � 0)

При работе машины возникают распорные (расклинивающие)
усилия, которые воспринимаются подшипниками валков. Вели-
чина распорного усилия, приходящаяся на единицу рабочей дли-
ны валка, определяется суммой нормальных напряжений, дей-
ствующих на поверхность валка:

: �
��

1

�

0

����������

Согласно соотношениям, записанным после уравнений (4.1):

������� � 2$
�	�

�

� 2
��+

��
� �2� ,
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следовательно, интеграл можно записать так:

: � 2
�1�

�0

�
�+

��
� �2

�

���

Перейдем к безразмерным переменным (4.17):

: �
2� �

�
2��0

�0

	�

�0

�
� La
�'

� St
��

1	 -2
�
�-�

С учетом уравнения (2.24) можем записать

: � �2�0
�
2��0

	�

�0

��� �' � ��

9 �'�
�-,

где функция ;�-� описывается соотношениями (4.26). Из сопо-
ставления выражений для & и : видно, что эти силы описы-
ваются идентичными зависимостями, но распорное усилие в два
раза больше силы трения.

Оценка влияния гравитационных сил на величину распорно-
го усилия представлена на рис. 4.15. Видно, что силы тяжести
жидкости способствуют уменьшению распорного усилия.
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Рис. 4.15. Влияние гравитационных сил на величину распорного усилия: с
учетом сил собственного веса (сплошная линия— St � 0,362); без учета силы

тяжести (пунктирная линия— St � 0)

Как видим, влияние гравитационных сил на процесс валко-
вого течения вязкопластической жидкости значительно, причем,
это влияние усиливается с ростом толщины наносимого на валки
материала.

Технологическая мощность процесса, отнесенная к единице
рабочей длины валка, рассчитывается по формуле � � 2" & .
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Следовательно, силы тяжести уменьшают потребляемую мощ-
ность привода валков (см. рис. 4.15). В рассмотренном случае
потребляемая мощность уменьшается почти в два раза.

4.2. Течение среды Гершеля–Балкли

4.2.1. Постановка задачи. Рассматривается процесс тече-
ния высоконаполненной суспензии в зазоре встречно враща-
ющихся валков. Это решение является более общим случаем
валкового течения вязкопластической среды, поскольку част-
ными случаями являются течения жидкостей ньютоновской,
Шведова–Бингама, Оствальда де–Виля.

Остаются в силе схема течения, система координат пред-
ставленная на рис. 4.1, все обозначения, а также все допуще-
ния, принятые при решении задачи валкового течения среды
Шведова–Бингама. Однако среда описывается реологической мо-
делью Гершеля–Балкли (� � �

0

	 �1
�
�.

Остается в силе система дифференциальных уравнений дви-
жения (включая гравитационный член) и реологического состоя-
ния, описывающих течение, изменяется только уравнение состо-
яния:

�+

��
�

���

�

	 �2, � � 2

��

0

	��,
� 1 � 0,
��� � ��

0

	 �1
�,

�����  �0,
����� � �

0

,

(4.30)
где � � 
����1�, 1 � �	��� .

Остаются в силе граничные условия (4.3)–(4.10).
Интегрируем уравнение движения из (4.30) с учетом условия

(4.10):
��� �

��+

��
� �2� � (4.31)

Как и в случае среды Шведова–Бингама, распределение на-
пряжений сдвига по ширине зазора линейно. Имеется симмет-
ричная область относительно оси �, в которой ����� � �

0

и жид-
кость ведет себя подобно твердому телу (однако в квазитвердом
ядре �	���x 	� 0). С учетом однородности осевой скорости по
сечению квазитвердого тела предположительный тип его дефор-
мации— чистый сдвиг. Текущий размер квазитвердого ядра 


0

определяется из уравнения (4.31) с учетом (4.5) и (4.8):

��

0

�
��+

��
� �2�


0

� (4.32)
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Рассматривая совместно (4.31) и уравнение состояния из
(4.30), можем записать

��0 	 �1
� �

�
�+

��
� �2

�
�

Запишем выражение (4.32) так:�
�+

��
� �2

�
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%0
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,

но с другой стороны�
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��
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�
�

%0 � �8�



�

Исключая из последних двух выражений давление, получим

�	�
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�1�� � 


�0
� 1
�1��

� (4.33)

Разделим переменные и проинтегрируем уравнение (4.33)
с учетом граничных условий:
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�

(4.34)
Осевая скорость квазитвердого ядра 	0 находится из условий

(4.5), (4.8)
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�0
� 1
�1���1

� (4.35)

Функция тока для модели Гершеля–Балкли определяется по
методике, представленной в разделе 4.1.4. Для квазитвердого
ядра функция тока имеет вид

� � 	0�

На границе ядра
� � 	0
0�

В зонах градиентного течения
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Циркуляция жидкости на входе имеет место при условии
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В безразмерной форме условие наличия циркуляции на входе
имеет вид

-

2

0
! �/� 1�

/&
� � 1

9 �'

0

� �

1

	�1���1 � 1�

Здесь значение ;�-� находится из уравнения (4.38).
Расход жидкости в (4.30) складывается из осевого расхода

квазитвердого ядра и расхода в зонах вязкопластического течения.
Выполнив интегрирование с учетом (4.34) и (4.35), имеем
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где 	

0

определяется согласно (4.35). Тогда

� � 2" 
� 2�7


0

�0
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�
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�� � �
�0
� 1
�1���

1

��

0

/� �/� ��

�/� 1� �2/� 1� �

(4.36)

4.2.2. Решение в безразмерной форме. Остаются в силе
безразмерные параметры и переменные (4.17) и параболическое
приближение для поверхности валка (3.15).

Представим безразмерные переменные (4.17) в виде (4.18).
Теперь, учитывая (4.18), приведем выражение расхода (4.36)

к безразмерному виду
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Введем новый параметр ,
�

—число Ильюшина для среды
Герешеля–Балкли:

,
�

�
�

0

�
�

0

�
�

1

��
� (4.37)

При этом выражение для расхода примет вид

0 � 2�1	 -

2

�� 2�7;,
� �1	 -

2

�2 � 1
9 �

1

�1���

1

�9/�/� 1�
�/� 1� �2/� 1� �

(4.38)
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Уравнение (4.38) описывает распределение безразмерной ширины
квазитвердого ядра ; по длине зоны течения -.

Введем новые обозначения:

St� � �.�0

�

�
�0

�

��
, (4.39)

La� � +�0

�
�
2��0

�
�0

�

��
� (4.40)

Учитывая (4.17), (4.39), (4.40), приведем уравнение для дав-
ления (4.32) к безразмерному виду:

� La�

�'
� St�	 %&��

9
�
1� '2

� � (4.41)

Остается в силе симметричность зоны прямотока относитель-
но минимального зазора.

Решаем уравнения (4.38), (4.41) с учетом граничного условия
(4.19) и равенства (4.22).

Интегрируем выражение (4.41):

La� � St� �- � ��� ,��
��

	

��� �' � ��

9 �'�
�
1� '2

��-, (4.42)

где ;�-� является корнем уравнения (4.38).
Решение уравнения (4.38) ищется с учетом граничного усло-

вия: ; = 1, при - � �, тогда

0 � 2�1	 �2�� (4.43)

�(�)

�0,6 �0,4 0 ��0,2

0,2

�

�

��

0,4

0,6

1

0,8

�

Рис. 4.16. Профиль квазитвердого ядра 9�'�: при � � 0,35, / � 1 (сплошная
линия), / � 0,6 (мелкий пунктир), / � 1,2 (штрих-пунктир)
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Подставляем уравнение (4.43) в (4.38) и приводим к виду
���� � 0:

2
�
1	 -2

�
� 2�7

�
1	 -2

�2
;,�

�
1
9
� 1
�1���1

�

� �9/�/� 1�
�/� 1� �2/� 1�

� 2
�
1	 �2

�
� 0� (4.44)

Полученное уравнение является трансцендентным и его ре-
шение имеет вид ; � ;(S�, �, 7, -). Графический вид решения
представлен на рис. 4.16 (примерные значения степенного коэф-
фициента: 7 � 0,6–0,8 для цемента; 7 � 1 для ксантогената
калия, 7 � 1,01–1,15 для мокрого песка). Из рисунка видно, что
эффекты аномалии вязкости существенно влияют на поперечные
размеры квазитвердого ядра, при этом соответственно изменяют-
ся и зоны градиентного течения.

4.2.3. Анализ модели течения среды Гершеля–Балкли.
Для среды Шведова–Бингама, задача сводилась к интегрирова-
нию выражения для давления, содержащего функцию ;�-�, кото-
рая имела сравнительно простое аналитическое представление,
поскольку являлась корнем кубического уравнения.

В случае среды Гершеля–Балкли задача интегрирования су-
щественно усложняется, поскольку зависимость ;�-� описыва-
ется трансцендентным уравнением (4.38), ввиду чего получе-
ние его аналитического решения невозможно, и, соответственно,
компьютер неспособен разрешить подынтегральное выражение
в уравнении (4.42). Поэтому для удобства численного анализа
перейдем от интегрирования к решению системы дифференци-
альных уравнений. При этом отпадает необходимость искать
корень трансцендентного уравнения.

Для давления имеем уравнение (4.41).
Преобразуем уравнение, связывающее ; и - (4.44):

& �;, -� �
�
-2 � �2
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� 2�7

�
1	 -2
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;,��
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1
9
� 1
�1���1 �9/�/� 1�

�/� 1� �2/� 1�
� (4.45)

Используем правило дифференцирования неявной функции:

�9

�'
� ��� �9, '���'

�� �9, '���9
� (4.46)
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Выполним дифференцирование:

�� �9, '�
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� 2- � 8�7�1	 -2�;,�
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1
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�1���1 9/�/� 1
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(4.47)
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(4.48)
Таким образом, получаем из (4.46) с учетом (4.47) и (4.48)
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Имеем систему дифференциальных уравнений первого поряд-
ка (4.41) и (4.49) для функций La и ;. Ее необходимо дополнить
граничным условием:

- � �, ; � 1, La � 0� (4.50)

Расчет ведется методом Рунге–Кутта от выходного сечения
(4.50) к входному, для которого граничное условие имеет вид:

- � -0, La � 0� (4.51)

Отметим, что шаг вычислений по - отрицательный. Кроме
того, при расчетах выявились две критические точки по -: ��
и �. В этих точках касательная к кривой ;�-� превращает-
ся в вертикальную асимптоту и возникает ошибка вычисле-
ний. Чтобы обойти это ограничение, расчет ведется около этих
точек, исключая их. Точность задания расчетной области по-
рядка 10�15, то есть влияние этих точек на расчет несущест-
венно.

Необходимо упомянуть, что такая высокая точность является
необходимой для правильного расчета, так как при меньшей
происходит накопление ошибок и даже при этой точности, если
степенной коэффициент 7 0,7, происходит уже визуальное ис-
кажение зависимости ;�-�. Для корректного расчета для7 0,7
необходимо увеличивать точность вычислений. При 7 ! 1, точ-
ность расчетов оказывает значительно меньшее значение и ми-
нимальной является � 10�2.

Очевидно, что свойства решения сохраняются такими же как
для случая валкового течения среды Шведова–Бингама. Изме-
нится лишь вид самих кривых давления. На рис. 4.17 представ-
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лены, в качестве примера, графические зависимости для валко-
вого течения тяжелой вязкопластической среды Гершеля–Балкли
при различных значениях степенного показателя 7.

ξ0

La(ξ)

1

2

λ

3

�6�8 �2 0�4�12 �10�14 ξ

Рис. 4.17. Влияние аномалии вязкости на распределение давления: / � 1—
сплошная линия; 0,8 — пунктир; 1,1 —штрих-пунктир

Как видно по графической зависимости, степенной показа-
тель7 оказывает незначительное влияние на величину давления
в валковом зазоре, а основное влияние— на расход обрабатыва-
емого материала. Значительнее на расход суспензии и величину
давления в валковом зазоре влияет толщина наносимого на вал-
ки материала (рис. 4.18).

ξ0

La(ξ)

2

4

λ

6

�6�8 �2 0�4�12�18 �14 ξ�10�16�20

Рис. 4.18. Вид кривых безразмерного давления в зависимости от координаты
выхода: � � 1— сплошная линия; 0,5 — пунктир; 1,5 —штрих-пунктир

Границы режимов валкового течения находятся аналогично
случаю течения среды Шведова–Бингама. Граница первого ре-
жима $ (0  St  $) представлена в виде (4.28).

Граница второго режима— критическое значение числа Сток-
са St кр�, определяется из (4.21), (4.34) с учетом условия: - = 0,
� La ��- = 0.
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После несложных преобразований имеем

St��� � &��

9�
,

где ;� находим из трансцендентного уравнения (4.44) при усло-
вии - = 0:

2� 2�7;,�
�

1
9�
� 1
�1���1 �9�/�/� 1�

�/� 1� �2/� 1�
� 2

�
1	 �2

�
� 0,

тогда
;� � ;��,�,�,7��

Таким образом, режим имеет место на интервале $  St  
� Stкр. Соответственно третий режим наступает при St ! Stкр.

Математическая модель позволяет определить характерные
диапазоны скоростей и напряжений сдвига, необходимые при
определении реологических констант. Наименьшее касательное
напряжение и скорость сдвига имеют место на оси течения  � 0,
int����� � 0, int�1� � 0. Соответственно, наибольшее касатель-
ное напряжение 
������� и скорость сдвига sup(1� имеют место
в точках � � 0,  � ��0 (или - � 0, ; � �
0��0). Используя
уравнения (4.32) и уравнение состояния из (4.30), с учетом
выражений (2.15), (4.17), (4.37), (4.39), (4.40), (4.41), можем
записать:


�� �1� �
�
0
�

�
1
9�
� 1
��1��

, 
�� ����� �
0
9�
,

где ;� находим из трансцендентного уравнения (4.44) при усло-
вии - � 0.

Найдем интегральные параметры течения. Сила трения, дей-
ствующая со стороны жидкости на поверхность валка единичной
длины с учетом выражений (4.31), (4.32), (4.17), (4.37), (4.39),
(4.40), определяется интегралом

& �

�1�

�0

������� �
 ��� �� � ��0
�
2��0

	�

�0

��� �' � ���'

9 �'�
,

где функция ;�-� описывается соотношениями (4.42).
Величина распорного усилия, рассчитанная на единицу ра-

бочей длины валка, с учетом выражений (4.37), (4.39), (4.40),
(4.41) находится путем интегрирования по частям:
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4.3. Сравнение моделей

Существующие реологические модели не могут претендовать
на абсолютно точное моделирование реальных жидкостей. И лю-
бую жидкую среду можно с определенной точностью описать
различными реологическими моделями— все зависит от требуе-
мой точности конечного результата. Например, вода— это вязко-
пластическая жидкость (� � �

0

+ �1� с �

0

� 10
�

13

Па, но для ин-
женерных расчетов она хорошо аппроксимируется ньютоновской
моделью (� � �1�. Или дилатантные (7 ! 1) и псевдопластиче-
ские (7  1) среды (� � �1

�) при малых отклонениях реологи-
ческой константы 7 от 1 также удовлетворительно описываются
ньютоновской моделью.

Усложнение реологической модели ведет к громоздкости рас-
четных выражений. При этом возрастает вероятность получения
ошибки в расчетах.

Возникает вопрос: во-первых, о целесообразности исполь-
зования сложных реологических моделей, во-вторых, об оцен-
ке увеличения степени точности разработанных математических
моделей относительно существующих.

На рис. 4.19 представлены зависимости безразмерного давле-
ния La�-� от безразмерной координаты - для вязкопластической
среды Гершеля–Балкли при различных граничных значениях

ξ0

La(ξ)

2

4

λ

3

�3�4 �1 0�2�6�7 ξ�5�8

1

3

4

2

5

1

1

La*(ξ)

Рис. 4.19. Распределение безразмерного давления La�'� по длине зоны течения
при различных значениях реологических параметров
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реологических параметров �

0

, 7 и безразмерного критерия St.
Расчеты выполнены для условий: � � 965 кг/м

3

, �

0

� 5 � 10�

4

м,
� � 0,6 м, � � 0,026 Па � с, � � 4мин

�

1

, " � 0,251м/с, � � 1.
Кривая 1 отвечает условиям: �

0

� 4Па, 7 � 1, , � 0,306,
St � 0,362.

При пренебрежении значением предельного касательного на-
пряжения (�

0

� 0Па, 7 � 1, , � 0, St � 0,362) аппроксимируем
жидкость ньютоновской моделью (� � �1) (рис. 4.19, кривая 2).
Отметим, что кривая 2 построена по модели Гершеля–Балкли,
но и расчеты по ньютоновской модели дают идентичный резуль-
тат. Величина максимального давления в валковом зазоре La���
уменьшается на 34%, а на выходе из валков вакуумирование
возрастает в 4 раза. При большом значении предельного каса-
тельного напряжения (�

0

=10 Па, 7 � 1, , � 0,765, St � 0,362),
величина максимального давления в валковом зазоре La���

уве-

личивается на 39% (рис. 4.19, кривая 3), пропорционально уве-
личиваются и распорные усилия. Следовательно, вязкопласти-
ческие свойства жидкости оказывают значительное влияние на
валковое течение и аппроксимация вязкопластических жидко-
стей вязкими и нелинейно-вязкими реологическими моделями
возможна лишь при незначительных (�

0

< 10) отклонениях рео-
логических констант от аналогичных параметров ньютоновских
и неньютоновских жидкостей.

Степенной коэффициент 7 более влияет на расход, чем на
величину максимального давления в валковом зазоре La���

(см.

рис. 4.17), поэтому аппроксимация нелинейно-вязких жидкостей
возможна только при небольших отклонениях 7 от 1— порядка
10% (величина расхода является важнейшей в технологическом
расчете любого аппарата).

Безразмерный критерий St оказывает значительное влияние
на процесс валкового течения. При St � 0 (рис. 4.19, кривая 4),
кривая безразмерного давления асимптотически приближается
к оси -, т. е. пренебрегая силой тяжести мы получим увеличе-
ние расчетного расхода над действительным значением. Увели-
чение St уменьшает расчетный расход, потому что сила тяжести
способствует процессу валкового течения (рис. 4.19, кривая 5,
St � 1). За счет уменьшения расхода жидкости, уменьшается
максимальное давление в валковом зазоре La��� и распорные
усилия (и другие энергетические характеристики), но в несколь-
ко раз увеличивается вакуумирование на выходе из валков.

Основные результаты 3 и 4 глав опубликованы в работах
[69–73].
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4.4. Измерение давления в зазоре валковых машин
сканирующим датчиком интегрирующего типа

В экспериментальных исследованиях переработки высоковяз-
ких материалов на валковых машинах и роторных грануляторах
широко используются плунжерные (игольчатые) динамические
датчики давления, встроенные в тело валка. Распределение дав-
ления в рабочем зазоре зависит от реологических свойств пере-
рабатываемого материала и условий течения. Результаты иссле-
дований зависят от точности измерения. Давление, неоднородное
по длине зоны течения, воздействуя на круглую торцевую по-
верхность плунжера, создает осевую силу, которая вызывает
упругую деформацию чувствительного элемента сканирующего

E( )x
P( )x

a b x

Рис. 4.20. Схема измерения давле-
ния в рабочем зазоре гранулятора

датчика. Процедура сканирования
поясняется на рис. 4.20. В ка-
честве чувствительного элемента
применяются как тензорезистор-
ные, так и пьезоэлектрические
преобразователи. Точность изме-
рения зависит от конструкции
датчика и размеров измеритель-
ной поверхности. Уменьшение
диаметра плунжера способствует
локализации участка измерения,

и как следствие — повышению точности измерения, поскольку
возрастает разрешающая способность датчика. Однако при этом
уменьшается осевое усилие, и возрастают нелинейные эффекты,
обусловленные нелинейностью начального участка статической
характеристики, трением в плунжерной паре и т. д. Конечные
размеры измерительной поверхности сканирующего датчика вно-
сят систематическую погрешность в результаты измерения.

При ряде упрощающих допущений составим математическую
модель сканирующего датчика давленая, что позволит разрабо-
тать методику восстановления истинного распределения давле-
ния в рабочей зоне валковых машин [74, 75, 76]. Имеем задачу
редукции к идеальному датчику.

Размер измерительной поверхности датчика меньше протя-
женности зоны течения. Ось � направлена вдоль зоны течения
(см. рис. 4.20). Пусть на участке >, B истинное распределе-
ние давлений характеризуется функцией � ���, а регистрируемое
����. Пренебрегаем силами инерции и трением плунжерной
пары.
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На рис. 4.21 представлена схема торцевой поверхности плун-
жера. Радиус плунжера �. Текущая координата центра измери-
тельной поверхности �. Введем локальную абсциссу � � ���,��,
соответствующую направлению �. На расстоянии � выделим

x
ds

sx

R 22 sR �

Рис. 4.21. Схема чувствительной поверхности датчика

элементарную площадку шириной ��. Если в точке � значение
давления � ���, то на выделенную площадку воздействует давле-
ние � ��	 ��. Элементарная результирующая сила, действующая
на площадку:

�& � 2� ��	 ��
�
�2 	 �2 ���

Для измеренного в точке � среднеинтегрального давления
можем записать

���� �
1

)�2

��

��

�& ,

или в развернутой форме

���� �
2

)�2

��

��

� ��	 ��
�
�2 � �2 ��� (4.52)

Таким образом, зависимость входного сигнала � ��� и вы-
ходного ���� описывается линейным интегральным уравнением
Фредгольма первого рода.

Задача редукции к идеальному датчику (восстановления сиг-
нала) состоит в нахождении функций � ��� по известной, опре-
деленной из опытов, функции ����. Для решения уравнения
(4.52) разложим функцию � ��	 �� в окрестности точки � в ряд
Тейлора:

� ��	 �� � � ��� 	 �� ���� 	
%2

2�
� ����� 	 ���	

%�

#�
������ (4.53)

6 В.М. Шаповалов
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Здесь штрих означает производную по �. Подставив ряд
(4.53) в (4.52) и почленно проинтегрировав, получим дифферен-
циальное уравнение бесконечного порядка для давления:

���� � � 	
�2

8
� �� 	

�4

192
� 	
 	 ���� (4.54)

Из уравнения видно, что искажения сигнала обусловлены
исключительно четными производными от � . В точках пере-
гиба функции � (в которых выполняется равенство � �� � 0)
искажения минимальны. Уменьшение размера чувствительной
поверхности уменьшает искажения и имеет место равенство
���
��0

���� � � ���.

Ограничиваясь двумя первыми членами уравнения (4.54),
получим для функции � ��� неоднородное линейное дифферен-
циальное уравнение второго порядка, которое является прибли-
женным решением уравнения Фредгольма

� �� 	
8

�2� �
8

�2����� (4.55)

Для приближенного уравнения (4.55) запишем регуляризу-
ющие условия. Если постоянные ? и � характеризуют границы
функции ����, то границы функции � можно определить так:
> � ? 	 �; B � � � �. Предполагая, что течение перераба-
тываемого материала в зазоре валков соответствует концепции
Гаскелла [23], правомерно на неизвестную функцию наложить
условия:

� �B� � � ��B� � 0; � �>� � 0� (4.56)

Выполненное операционным методом решение задачи (4.55),
(4.56) может быть представлено в интегральной форме:

� �
2
�
2

�

����

�

���� 
��

�
2
�
2

�
�B� �� ��

	
�� (4.57)

В качестве примера была взята теоретическая кривая рас-
пределения давления из работы [65], соответствующая тече-
нию ньютоновской жидкости (см. рис. 4.22). Кривая измеренного
распределения давления � для случая � � 0,2 была получена
путем искусственного искажения с использованием кубатурной
формулы

���� �
1
4
� ��� 	

1
3

�
�
�
�� �

2

�
	 �

�
�	

�

2

��
	

	
1
24

�� ����� 	 � ��	��� ,
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которая эквивалентна уравнению (4.52), но более удобна для
численных расчетов.

x 0
0

�0,4�0,8 dbac

12
0,5

P,

E
3

Рис. 4.22. Распределение давления в рабочем зазоре: 1—истинная кривая � ,
2—«измеренное» распределение :, 3— восстановленные точки

Из рисунка видно, что измеренное максимальное давление
в сечении � � �0,3 меньше действительного. Кроме того, кри-
вая � показывает увеличенные размеры зоны течения. Также
на рисунке представлены точки восстановленных значений функ-
ции � , полученные на основе анализа кривой �.

Уравнение (4.55) с учетом (4.56) решалось методом Рунге–
Кутта. Функция � аппроксимировалась полиномом 8-й степени.
Расчет выполнен с шагом по �, равным 0,1. При варьировании B
в интервале 0,25–0,35 (вместо точного 0,3) конфигурация вос-
становленной кривой изменялась незначительно. Следовательно,
предложенный метод мало чувствителен относительно точно-
сти задания координаты B. В точке максимума относительная
погрешность для «измеренного» сигнала � составляла 6,55%,
а восстановленной кривой— 1,43%. Соответственно, дисперсия
в результате проведения процедуры восстановления снизилась
с 1,13 � 10�3 до 8,22 � 10�5.

Погрешность, вносимая датчиком, зависит от соотношения
радиуса чувствительной поверхности плунжера и размера зоны
течения. При их соизмеримости искажения могут быть весьма
существенны, и для получения достоверных результатов необхо-
димо проводить процедуру восстановления сигнала.

6*
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